
高等数学习题册 (上)

v0.0.5

这本书是高等数学习题集（同济大学配套资料，由北京大学出版社出版）的

电子化版本。 本书大量借助 AI 进行处理，题干部分经由人工校对，但答案

和解析部分主要由 AI 生成。

由于人手不足，可能存在错误，请读者自行甄别。

如遇错误、疑惑，欢迎提交 issue 或 pull request 进行讨论、修正。（地址：

https://github.com/xihale/digital-tongji-calculus-exercises）

https://github.com/xihale/digital-tongji-calculus-exercises


目录
第一章 函数与极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠4

第一节 映射与函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠4

第二节 数列的极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠7

第三节 函数的极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠10

第四节 无穷小与无穷大 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠13

第五节 极限运算法则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠13

第六节 极限存在准则 两个重要极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠16

第七节 无穷小的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠20

第八节 函数的连续性与间断点 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠22

第九节 连续函数的运算与初等函数的连续性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠23

第十节 闭区间上连续函数的性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠28

总习题一 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠29

第二章 导数与微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠34

第一节 导数的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠34

第二节 函数的求导法则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠37

第三节 高阶导数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠41

第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的导数 相关变化率 . . . . . . ⁠44

第五节 函数的微分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠48

总习题二 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠51

第三章 微分中值定理与导数的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠55

第一节 微分中值定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠55

第二节 洛必达法则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠57

第三节 泰勒公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠60

第四节 函数的单调性与曲线的凹凸性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠62

第五节 函数的极值与最大值最小值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠67

第六节 函数图形的描绘 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠67

第七节 曲率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠71

总习题三 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠72

第四章 不定积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠78

第一节 不定积分的概念与性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠78

第二节 换元积分法(1) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠80

第二节 换元积分法(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠83

第三节 分部积分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠85

第四节 有理函数的积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠88

总习题四 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠91

第五章 定积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠97



第一节 定积分的概念与性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠97

第二节 微积分基本公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠98

第三节 定积分的换元积分法和分部积分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠102

第四节 反常积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠105

总习题五 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠108

第六章 定积分的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠114

第一节 定积分的元素法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠114

第二节 定积分在几何学上的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠114

第三节 定积分在物理学上的应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠116

总习题六 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠118

第七章 微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠121

第一节 微分方程的基本概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠121

第二节 可分离变量的微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠121

第三节 齐次方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠124

第四节 一阶线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠126

第五节 可降阶的高阶微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠129

第六节 高阶线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠130

第七节 常系数齐次线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠131

第八节 常系数非齐次线性微分方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠133

总习题七 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠135

高等数学(上册)期末测试模拟卷(一) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠138

高等数学(上册)期末测试模拟卷(二) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠144

高等数学(上册)期末测试真题(一) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠149

高等数学(上册)期末测试真题(二) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ⁠158



第一章 函数与极限

第一节 映射与函数

一、判断题

1. 𝑓(𝑥) = 𝑥, 𝑔(𝑥) =
√
𝑥2 是两个相同的函数. ( )

2. 𝑓(𝑥) = 1, 𝑔(𝑥) = sec2 𝑥 − tan2 𝑥 是两个相同的函数. ( )

二、选择题

3. 设函数 𝑓(𝑥) = {−sin3 𝑥 if −𝜋≤𝑥≤0
sin3 𝑥 if 0<𝑥≤𝜋  则此函数是( ).

A. 周期函数

B. 单调增函数

C. 奇函数

D. 偶函数
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4. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥, 𝑔(𝑥) = sin2 𝑥 ，则 𝑓[𝑔(𝑥)] = ( ) .

A. 𝑒sin2 𝑥

B. sin2 𝑒𝑥

C. 𝑒𝑥 sin2 𝑥

D. (sin2 𝑥)𝑒
𝑥2

三、计算题

5. 求下列函数的自然定义域：

(1) 𝑦 = arctan(𝑥 − 3) ;

(2) 𝑦 =
√
3 − 𝑥 + arctan( 1

𝑥) .

5



6. 设函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 𝐷 = [0, 1] ，求下列函数的定义域：

(1) 𝑓(𝑥2)

(2) 𝑓(sin 𝑥) ;

(3) 𝑓(𝑥 + 𝑎) + 𝑓(𝑥 − 𝑎) (𝑎 > 0) .

7. 下列函数中哪些是偶函数，哪些是奇函数，哪些既非偶函数又非奇函数？

(1) 𝑦 = sin 𝑥 − cos 𝑥 + 1 ;

6



(2) 𝑦 = 𝑎𝑥+𝑎−𝑥

2  .

四、证明题

8. 设下列所考虑的函数都是定义在区间 (−𝑙, 𝑙) 内的，证明：

(1)两个偶函数的和是偶函数，两个奇函数的和是奇函数；

(2)两个偶函数的乘积是偶函数，两个奇函数的乘积是偶函数，偶函数与

奇函数的乘积是奇函数.

第二节 数列的极限

一、选择题
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1.下列数列 {𝑥𝑛} 中，收敛的是( )

A. 𝑥𝑛 = (−1)𝑛 𝑛−1
𝑛

B. 𝑥𝑛 = 𝑛
𝑛+1

C. 𝑥𝑛 = sin(𝜋
2𝑛)

D. 𝑥𝑛 = 𝑛 − (−1)𝑛

2.下列数列 {𝑥𝑛} 中，发散的是( ).

A. 𝑥𝑛 = 1
2𝑛

B. 𝑥𝑛 = 5 + (−1)𝑛
𝑛2

C. 𝑥𝑛 = 2𝑛−1
3𝑛+2

D. 𝑥𝑛 = 1+(−1)𝑛
2

二、填空题

3. 设数列 {𝑢𝑛} 的一般项是 𝑢𝑛 = 3𝑛+1
2𝑛+1 ，当 𝑛 ≥  时，不等式 

|𝑢𝑛 − 3
2 | < 0.01 成立。
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三、计算题

4. 下列数列是否收敛？对于收敛数列，通过观察 {𝑥𝑛} 的变化趋势，写出它

们的极限： (1) {𝑛(−1)𝑛}

(2) {[(−1)𝑛 + 1]𝑛+1
𝑛 }.

四、证明题

5. 根据数列极限的定义，证明： (1) lim𝑛→∞
1
𝑛2 = 0;

(2) lim𝑛→∞
3𝑛+1
2𝑛+1 = 3

2;
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(3) lim𝑛→∞
𝑛2−𝑛−3

3𝑛2+2𝑛−4 = 1
3;

(4) 若 lim𝑛→∞ 𝑥𝑛 = 𝑎 ，则 lim𝑛→∞|𝑥𝑛| = |𝑎| . 反过来成立吗？成立给出

证明，不成立举出反例.

第三节 函数的极限

一、选择题

1. lim𝑥→1
|𝑥−1|
𝑥−1  ( )

A. −1

B. 0

C. 1

D. 不存在

10



2. lim𝑥→𝑥+
0
𝑓(𝑥) 和 lim𝑥→𝑥−

0
𝑓(𝑥) 存在且相等是 lim𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) 存在的( ).

A. 充分条件

B. 必要条件

C. 充要条件

D. 无关条件

3. 设函数 𝑓(𝑥) = 2𝑥+ |𝑥|
4𝑥−3|𝑥| ，则 lim𝑥→0 𝑓(𝑥) = ( ) .

A. 12

B. 13

C. 14

D. 不存在

二、填空题

4. 当 0 < |𝑥 − 3| < 𝛿 时，取 𝛿 = ，|𝑥2−9
𝑥−3 − 6| < 𝜀 成立。
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三、计算题

5. 对于图 1-1 所示的函数 𝑓(𝑥) ，求下列极限，若极限不存在，说明理由：

Figure 1: 图 1-1

(1) lim𝑥→2 𝑓(𝑥)

(2) lim𝑥→−1 𝑓(𝑥)

(3) lim𝑥→0 𝑓(𝑥)
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6. 求函数 𝑓(𝑥) = 𝑥
𝑥 , 𝜑(𝑥) = |𝑥|

𝑥  当 𝑥 → 0 时的左、右极限，并说明它们当 

𝑥 → 0 时的极限是否存在.

四、证明题

7. 根据函数极限的定义，证明： (1) lim𝑥→2(5𝑥 + 2) = 12;

(2) lim𝑥→∞
1+𝑥3

2𝑥3 = 1
2 .

第四节 无穷小与无穷大

第五节 极限运算法则

13



一、选择题

1. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥+1
𝑥2−1 在( )的变化过程中为无穷大

A. 𝑥 → 0

B. 𝑥 → 1

C. 𝑥 → −1

D. 𝑥 → ∞

二、计算题

2. 计算下列极限： (1) lim𝑥→1
𝑥2−2𝑥+1

𝑥2−1

(2) limℎ→0
(𝑥+ℎ)2−𝑥2

ℎ
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(3) lim𝑛→∞(1 + 1
2 + 1

4 + … + 1
2𝑛 )

(4) lim𝑛→∞
(𝑛+1)(𝑛+2)(𝑛+3)

5𝑛3

(5) lim𝑥→1( 1
1−𝑥 − 3

1−𝑥3 )

(6) lim𝑥→0 𝑥2 sin( 1
𝑥)
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(7) lim𝑥→∞
arctan𝑥

𝑥

3. 函数 𝑦 = 𝑥 cos 𝑥 在区间 (−∞,+∞) 上是否有界? 这个函数是否为 𝑥 →
+∞ 时的无穷大? 为什么?

三、证明题

4. 证明: 函数 𝑦 = 1
𝑥 sin( 1

𝑥) 在区间 (0, 1] 上无界, 但并不是 𝑥 → 0+ 时的无

穷大.

第六节 极限存在准则 两个重要极限

一、选择题
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1. lim𝑥→0
1
𝑥 sin 𝑥
cos 𝑥  ( )

A. 1

B. ∞

C. 不存在

D. 0

2. lim𝑥→∞ (1 − 1
𝑥)

2𝑥
 ( )

A. 2𝑒

B. 𝑒−2

C. 𝑒2

D. 2𝑒

二、填空题

3. 设 lim𝑥→∞ (1 + 𝑘
𝑥)

𝑥 = 𝑒3 ，则 𝑘 = .
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4. 设 lim𝑥→∞ (𝑥+2𝑎
𝑥−𝑎 )𝑥 = 8 ，则 𝑎 = .

三、计算题

5.计算下列极限： (1) lim𝑥→0 𝑥 cot 𝑥;

(2) lim𝑥→0
1−cos 2𝑥
𝑥 sin𝑥 ;

(3) lim𝑛→∞ 2𝑛 sin( 𝑥
2𝑛 ) ( 𝑥 为不等于零的常数)；
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(4) lim𝑥→0 (1 − 𝑥)1
𝑥 ;

(5) lim𝑥→0 (1 + 𝑥)1
𝑥

(6) lim𝑥→∞ (1 − 1
𝑥)

𝑘𝑥(𝑘 ∈ 𝑁+).

四、证明题

6. 利用极限存在准则，证明：

(1) lim𝑛→∞ 𝑛( 1
𝑛2+𝜋 + 1

𝑛2+2𝜋 + … + 1
𝑛2+𝑛𝜋) = 1;
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(2) 数列 
√
2,√2 +

√
2,√2 + √2 +

√
2,… 的极限存在；

(3) lim𝑥→0
𝑛
√
1 + 𝑥 = 1.

第七节 无穷小的比较

一、填空题

1. 当 𝑥 → 0 时， 2𝑥 − 𝑥2 是 𝑥2 − 𝑥3 的  阶无穷小。

2. 设 lim𝑥→1
𝑥2+𝑎𝑥+𝑏

1−𝑥 = 5 ，则 𝑎 = , 𝑏 = .
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二、计算题

3. 利用等价无穷小的性质，求下列极限： (1) lim𝑥→0
tan𝑥− sin𝑥

sin3 𝑥 ;

(2) lim𝑥→0
sin𝑥− tan𝑥

( 3√1+𝑥2−1)(
√
1+ sin𝑥−1)

.

4. 设 lim𝑥→−1
𝑥3−𝑎𝑥2−𝑥+4

𝑥+1 = 𝑙(𝑙 ≠ ∞) ，试求 𝑎 和 𝑙 的值

三、证明题

5. 证明: 当 𝑥 → 0 时, 有 sec 𝑥 − 1 ∼ 𝑥2

2  .
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第八节 函数的连续性与间断点

一、填空题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = {(1
𝑥) sin(𝑥

3 ) if 𝑥≠0
𝑎 if 𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = .

二、计算题

2. 下列函数在指定点处间断，说明这些间断点属于哪一类，如果是可去间断

点，那么补充或改变函数的定义使函数在该点处连续：

(1) 𝑦 = 𝑥2−1
𝑥2−3𝑥+2 ; 𝑥 = 1, 𝑥 = 2;

(2) 𝑦 = {𝑥−1 if 𝑥≤1
3−𝑥 if 𝑥>1 在点 𝑥 = 1 处间断.
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3. 讨论函数 𝑓(𝑥) = lim𝑛→∞
1−𝑥2𝑛

1+𝑥2𝑛𝑥 的连续性, 若有间断点, 则判断其类型.

4. 下列陈述中，哪些是对的，哪些是错的？如果是对的，请说明理由；如果

是错的，试给出一个反例：

(1) 如果函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 = 𝑎 处连续, 那么函数 |𝑓(𝑥)| 也在点 𝑥 = 𝑎 处
连续;

(2) 如果函数 |𝑓(𝑥)| 在点 𝑥 = 𝑎 处连续, 那么函数 𝑓(𝑥) 也在点 𝑥 = 𝑎 处
连续.

第九节 连续函数的运算与初等函数的连续性
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一、选择题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = 1−2𝑒1
𝑥

1+𝑒1
𝑥

arctan( 1
𝑥) ，则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的( ).

A. 可去间断点

B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点

D. 振荡间断点

2. 设函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 if 𝑥≥0
0 if 𝑥<0, 𝑔(𝑥) = {𝑥+1 if 𝑥<1

𝑥 if 𝑥≥1 则 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 的连续区间是

( ).

A. (−∞,+∞)

B. (−∞, 0) ∪ (0,+∞)

C. (−∞, 1) ∪ (1,+∞)

D. (−∞, 0) ∪ (0, 1) ∪ (1,+∞)

3. 已知当 𝑥 → 0 时， 
√
1 − 𝑥 −

√
1 + 𝑥 ∼ 𝑎𝑥 ，则常数 𝑎 = ( )

A. 1

B. −1
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C. 2

D. −2

4.当 𝑥 → 1 时， 1 − 𝑥 是 1 − 3
√
𝑥 的( )

A. 等价无穷小

B. 高阶无穷小

C. 同阶无穷小, 但不是等价无穷小

D. 低阶无穷小

二、填空题

5. 设函数 𝑓(𝑥) = {𝑒𝑥 if 𝑥<0
𝑎+𝑥 if 𝑥≥0. 若 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 
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三、计算题

6. 求下列极限： (1) lim𝑥→1

√
5𝑥−4−

√
𝑥

𝑥−1  ;

(2) lim𝑥→𝑎
sin𝑥− sin 𝑎

𝑥−𝑎 ;

(3) lim𝑥→+∞(
√
𝑥2 + 𝑥 −

√
𝑥2 − 𝑥)

(4) lim𝑥→0
(1−𝑥2

2 )
2
3−1

𝑥 ln(1+𝑥) ;
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(5) lim𝑥→0 (1 + 3 tan2 𝑥)cot
2 𝑥

 ;

(6) lim𝑥→+∞ (3+𝑥
6+𝑥)

𝑥−1
2 ;

(7) lim𝑥→0
𝑒3𝑥−𝑒2𝑥−𝑒𝑥+1
3√(1−𝑥)(1+𝑥)−1

.

7.设函数 𝑓(𝑥) =
{

 𝑥4+𝑎𝑥+𝑏

(𝑥−1)(𝑥+2) if 𝑥≠1
𝑥≠−2
2 if 𝑥=1

 在点 𝑥 = 1 处连续，试求 𝑎, 𝑏 的值
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四、证明题

8. 设函数 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 在点 𝑥0 处连续，证明：𝜑(𝑥) =
max{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)}, 𝜓(𝑥) = min{𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥)} 在点 𝑥0 处也连续

第十节 闭区间上连续函数的性质

一、证明题

1. 证明: 方程 𝑥5 − 3𝑥 = 1 至少有一个根介于 1 和 2 之间.

2. 证明: 方程 𝑥 = 𝑎 sin 𝑥 + 𝑏(𝑎 > 0, 𝑏 > 0) 至少有一个正根, 并且它不超过 

𝑎 + 𝑏 .
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3. 设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，且对 [0, 1] 上任一点 𝑥 有 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤
1 . 试证：在 [0, 1] 上必存在一点 𝑐 ，使得 𝑓(𝑐) = 𝑐 ( 𝑐 称为函数 𝑓(𝑥) 的
不动点).

4. 设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续， 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < … < 𝑥𝑛 < 𝑏(𝑛 ≥ 3) ，
证明：在区间 (𝑥1, 𝑥𝑛) 内至少存在一点 𝜉 ，使得 𝑓(𝜉) =
𝑓(𝑥1)+𝑓(𝑥2)+…+𝑓(𝑥𝑛)

𝑛  .

总习题一

一、选择题

1. 当 𝑥 → 0 时， (1 − cos 𝑥)2 是 sin2 𝑥 的( ).

A. 高阶无穷小

B. 同阶无穷小, 但不是等价无穷小

C. 低阶无穷小

D. 等价无穷小
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2. 设 𝑓(𝑥) 为奇函数, 则下列函数中 ( ) 也为奇函数.

A. 𝑓(𝑥) + 𝐶，其中 𝐶 为非零常数

B. 𝑓(−𝑥) + 𝐶，其中 𝐶 为非零常数

C. 𝑓(𝑥) + 𝑓(−𝑥)

D. 𝑓[𝑓(𝑥)]

3. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + arctan( 1
𝑥−1) ，则 𝑥 = 1 是 𝑓(𝑥) 的( ).

A. 可去间断点

B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点

D. 振荡间断点

二、填空题

4. 数列 {𝑥𝑛} 有界是 {𝑥𝑛} 收敛的  条件
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5. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥−2
ln|𝑥−1| 的一个无穷间断点是 

6.
设函数 𝑓(𝑥) = {

√
𝑥2−1 if 𝑥<−1

𝑏 if 𝑥=−1
𝑎+arccos 𝑥 if −1<𝑥≤1

 在点 𝑥 = −1 处连续，则 𝑎 = 

， 𝑏 = .

7. 函数 𝑓(𝑥) = 21
𝑥−1

21
𝑥+1

 的间断点是 ，是第  类间断点。

三、计算题

8. 求下列极限： (1) lim𝑥→+∞ 𝑥(
√
𝑥2 + 1 − 𝑥)
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(2) lim𝑥→∞ (2𝑥+3
2𝑥+1)

𝑥+1

(3) lim𝑥→0
tan𝑥− sin𝑥

𝑥3

四、证明题

9. 根据函数极限的定义，证明： lim𝑥→3
𝑥2−𝑥−6

𝑥−3 = 5.

10. 证明: lim𝑛→∞( 1√
𝑛2+1

+ 1√
𝑛2+2

+ … + 1√
𝑛2+𝑛

) = 1.

32



11. 证明: 方程 sin 𝑥 + 𝑥 + 1 = 0 在开区间 (−𝜋
2 ,

𝜋
2 ) 内至少有一个根.
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第二章 导数与微分

第一节 导数的概念

一、选择题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 2)(𝑥 − 3)…(𝑥 + 100) ，则 𝑓 ′(1) = ( ).

A. 101!

B. −101!
100

C. −100!

D. 100!99

2. 设函数 𝑓(𝑥) = {1−𝑒−𝑥2
𝑥 if 𝑥≠0

0 if 𝑥=0
 则 𝑓 ′(0) = ( ).

A. 0

B. 12

C. 1

D. −1
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二、填空题

3. 设 𝑓 ′(𝑥0) 存在，根据导数的定义：

(1) limΔ𝑥→0
𝑓(𝑥0−Δ𝑥)−𝑓(𝑥0)

Δ𝑥 =  ;

(2) limℎ→0
𝑓(𝑥0+ℎ)−𝑓(𝑥0−ℎ)

ℎ =

4. 函数 𝑦 = 𝑥2 3√𝑥2
√
𝑥5  的导数等于

5. 曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 上点(0,1)处的切线方程为
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6. 已知某物体的运动规律为 𝑠 = 𝑡3 (单位: m ), 则该物体在 𝑡 = 2 (单位: s ) 

时的速度为

三、计算题

7. 设函数 𝑓(𝑥) = 10𝑥2 ，试按导数的定义求 𝑓 ′(−1) .

8. 求曲线 𝑦 = cos 𝑥 上点 (𝜋
3 ,

1
2) 处的切线方程和法线方程

9. 在抛物线 𝑦 = 𝑥2 上取横坐标分别为 𝑥1 = 1 及 𝑥2 = 3 的两点，过这两

点作此抛物线的割线。问：该抛物线上哪一点处的切线平行于这条割线？
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10. 已知函数 𝑓(𝑥) = {sin 𝑥 if 𝑥<0
𝑥 if 𝑥≥0 求 𝑓 ′(𝑥) .

11. 讨论函数 𝑦 = {𝑥2 sin(1
𝑥) if 𝑥≠0

0 if 𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处的连续性与可导性

第二节 函数的求导法则

一、选择题

1. 设在点 𝑥0 处函数 𝑓(𝑥) 可导， 𝑔(𝑥) 不可导，则在点 𝑥0 处( ).

A. 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 必可导

B. 𝑓(𝑥)𝑔(𝑥) 必不可导

C. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 必不可导

D. 𝑓(𝑥)
𝑔(𝑥)  必可导
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二、计算题

2. 求下列函数的导数： (1) 𝑦 = 2 tan 𝑥 + sec 𝑥 − 1 ;

(2) 𝑦 = ln 𝑥
𝑥  ;

(3) 𝑦 = 𝑒𝑥

𝑥2 + ln 3 ;

(4) 𝑦 = 𝑥2 ln 𝑥 cos 𝑥.
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3. 求函数 𝑓(𝑥) = 3
5−𝑥 + 𝑥2

5  在点 𝑥 = 0 和点 𝑥 = 2 处的导数

4. 求下列函数的导数： (1) 𝑦 = arctan 𝑒𝑥

(2) 𝑦 = arcsin2 𝑥

(3) 𝑦 = ln(𝑥 +
√
𝑎2 + 𝑥2) ;
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(4) 𝑦 = ln tan(𝑥
2 ) ;

(5) 𝑦 = 𝑒arctan
√
𝑥 ;

(6) 𝑦 = 𝑒−𝑥(𝑥2 − 2𝑥 + 3) ;

(7) 𝑦 = 𝑥 arcsin(𝑥
2 ) +

√
4 − 𝑥2 .
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5. 设函数 𝑓(𝑥) 可导，求函数 𝑦 = 𝑓(sin2 𝑥) + 𝑓(cos2 𝑥) 的导数 𝑑𝑦
𝑑𝑥 .

三、证明题

6. 设函数 𝑓(𝑥) 满足下列条件：

(1) 𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦), ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅,
(2) 𝑓(𝑥) = 1 + 𝑥𝑔(𝑥) , 而 lim𝑥→0 𝑔(𝑥) = 1
试证： 𝑓(𝑥) 在 𝑅 上处处可导，且 𝑓 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥)

第三节 高阶导数

一、选择题

1. 若函数 𝑓(𝑥) = sin(𝑥
2 ) + cos 2𝑥 ，则 𝑓27(𝜋) = ( ).

A. 0

B. − 1
227

C. 227 − 1
227

D. 227

二、填空题
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2. 设函数 𝑦 = (1 + 𝑥2) arctan 𝑥 ，则 𝑦″ = .

3. 若 𝑓″(𝑥) 存在，函数 𝑦 = ln 𝑓(𝑥) ，则 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 = .

三、计算题

4. 求下列函数的二阶导数： (1) 𝑦 = 𝑒−𝑡 sin 𝑡

(2) 𝑦 = ln(𝑥 +
√
1 + 𝑥2) .
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5. 设 𝑓″(𝑥) 存在，求函数 𝑦 = 𝑓(𝑥2) 的二阶导数 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2  .

6. 求下列函数所指定阶的导数： (1) 𝑦 = 𝑒𝑥 cos 𝑥 ，求 𝑦4

(2) 𝑦 = 𝑥2 sin 2𝑥 ，求 𝑦50 .

四、证明题

7. 试从 𝑑𝑥
𝑑𝑦 = 1

𝑦′  导出：

(1) 𝑑2 𝑥
(𝑑𝑦)2 = − 𝑦″

(𝑦′)3
 ;
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(2) 第二问求证：第二阶导数的导数形式

第四节 隐函数及由参数方程所确定的函数的

导数 相关变化率

一、选择题

1. 设函数 𝑦 = (1 + 𝑥)1
𝑥  ，则 𝑦′(1) = ( ).

A. 2

B. 8

C. 12 − ln 2

D. 1 − ln 4

2. 已知曲线 𝐿 的参数方程为 {𝑥=2(𝑡− sin 𝑡)
𝑦=2(1− cos 𝑡) 则 𝐿 上点 𝑡 = 𝜋

2  处的切线方程是 

( ).

A. 𝑥 + 𝑦 = 𝜋

B. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋 − 4
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C. 𝑥 − 𝑦 = 𝜋

D. 𝑥 + 𝑦 = 𝜋 − 4

二、填空题

3. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥 sin 𝑦 + 𝑦𝑒𝑥 = 0 所确定，则 𝑦′(0) = 

.

4. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由参数方程 {𝑥=𝑎 cos3 𝜑
𝑦=𝑎 sin3 𝜑  所确定，则 𝑑𝑦

𝑑𝑥 = .

三、计算题

5. 求由方程 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥+𝑦 所确定的隐函数的导数 𝑑𝑦
𝑑𝑥 .
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6. 求曲线 𝑥2
3 + 𝑦2

3 = 𝑎2
3  上点 (

√
2
4 𝑎,

√
2
4 𝑎) 处的切线方程和法线方程

7. 求由方程 𝑦 = tan(𝑥 + 𝑦) 所确定的隐函数的二阶导数 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2  .

8. 用对数求导法求函数 𝑦 = ( 𝑥
1+𝑥)

𝑥
 的导数

9. 求由参数方程 {𝑥=𝑎𝑡2
𝑦=𝑏𝑡3  所确定的函数的导数 𝑑𝑦

𝑑𝑥 .
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10. 已知一曲线的参数方程为 {𝑥= sin 𝑡
𝑦= cos 2𝑡 求该曲线在点 𝑡 = 𝜋

4  处的切线方程和

法线方程

11. 求由下列参数方程所确定的函数的二阶导数 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2

(1) {𝑥=3𝑒−𝑡

𝑦=2𝑒𝑡

(2) {𝑥=𝑓′(𝑡)
𝑦=𝑡𝑓′(𝑡)−𝑓(𝑡) 设 𝑓″(𝑡) 存在且不为零.

12. 以 4 m³/min 的速率向深 8 m、上顶直径 8 m 的正圆锥形容器中注水，

当水深为 5 m 时，水面上升的速率为多少？
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第五节 函数的微分

一、选择题

1. 一切初等函数在其定义区间内 ( ).

A. 可微

B. 不可微

C. 连续

D. 有界

二、填空题

2. 已知函数 𝑦 = 𝑥2 − 𝑥 ，则在点 𝑥 = 2 处，当 Δ𝑥 = 0.1 时， Δ𝑦 = 

， 𝑑𝑦 = .

3. 𝑑(
√
𝑥arcsin

√
𝑥) =  𝑑𝑥 .
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4. 设 𝑓(𝑥) 与 𝑔(𝑥) 都是可导函数，又函数 𝑦 = 𝑓[𝑔(2 − 𝑥3)] ，则当 Δ𝑥 → 0 
时，无穷小 Δ𝑦 关于 Δ𝑥 的线性主部为 .

三、计算题

5. 求下列函数的微分：

(1) 𝑦 = 𝑥2𝑒2𝑥 ;

(2) 𝑦 = ln2(1 − 𝑥) ;

(3) 𝑦 = arcsin
√
1 − 𝑥2 ;
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(4) 𝑦 = tan2(1 + 2𝑥2) .

6. 已知 {𝑥=𝑓′(𝑡)
𝑦=𝑡𝑓′(𝑡)−𝑓(𝑡) 设 𝑓″(𝑡) 存在且不为零, 求 𝑦 对 𝑥 的微分.

7. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑦2𝑓(𝑥) + 𝑥𝑓(𝑦) = 𝑥2 所确定, 其中 𝑓(𝑥) 是 𝑥 的

可微函数, 试求 𝑑𝑦 .

8. 计算 3
√
996 的近似值
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总习题二

一、选择题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 𝑎)𝜑(𝑥) ，其中函数 𝜑(𝑥) 在点 𝑥 = 𝑎 处连续，则必有 

( ).

A. 𝑓 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥)

B. 𝑓 ′(𝑥) = 𝜑(𝑥) + (𝑥 − 𝑎)𝜑′(𝑥)

C. 𝑓 ′(𝑎) = 𝜑(𝑎)

D. 𝑓 ′(𝑎) = 𝜑′(𝑎)

2. 若函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 有 𝑓 ′(𝑥0) = 1
2 ，则当 Δ𝑥 → 0 时该函数在点 𝑥 = 𝑥0 处

的微分 𝑑𝑦 是 Δ𝑥 的 ( ).

A. 同阶无穷小, 但不是等价无穷小

B. 等价无穷小

C. 低阶无穷小

D. 高阶无穷小
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二、填空题

3. 设函数 𝑠 = 𝑒−𝑡 cos 3𝑡 + sin 1 ，则 𝑑𝑠𝑑𝑡 = 

4. 设函数 𝑦 = 2ln tan𝑥 ，则 𝑑𝑦 = 

5. 设函数 𝑦 = 𝑥
1−2 sin𝑥 − ln(4 − 𝑥) ，则 𝑦′ |𝑥=𝜋 = 

6. 曲线 𝑦 = 2𝑥3 − 5𝑥2 + 4𝑥 − 5 上点 (2,−1) 处的法线方程是 
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7. 设 𝑓(𝑥) 是可导函数， Δ𝑥 是自变量在点 𝑥 处的增量，则有 

limΔ𝑥→0
𝑓2(𝑥+Δ𝑥)−𝑓2(𝑥)

Δ𝑥 = 

三、计算题

8. 讨论函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 sin(1
𝑥) if 𝑥≠0

0 if 𝑥=0 在点 𝑥 = 0 处的连续性与可导性

9. 求函数 𝑦 = arctan(1+𝑥
1−𝑥) 的导数

10. 求函数 𝑦 = cos2 𝑥 ln 𝑥 的二阶导数
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11. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 = 𝑒 所确定，求 𝑦″(0) .

12. 求由参数方程 {𝑥= ln
√
1+𝑡2

𝑦=arctan 𝑡  所确定的函数的一阶导数 𝑑𝑦
𝑑𝑥 及二阶导数 

𝑑2𝑦
𝑑𝑥2  .
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第三章 微分中值定理与导数的

应用

第一节 微分中值定理

一、选择题

1. 设函数 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 在区间 [0, 𝜋] 上满足罗尔中值定理的条件，则罗尔中

值定理结论中的 𝜉 = ( ).

A. 𝜋

B. 𝜋2

C. 𝜋3

D. 𝜋4

2. 下列函数中在区间 [1, 𝑒] 上满足拉格朗日中值定理条件的是 ( ).

A. ln 𝑥

B. ln ln 𝑥

C. 1
ln𝑥

D. ln(2 − 𝑥)
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二、填空题

3. 设函数 𝑓(𝑥) = (𝑥 − 1)(𝑥 − 2)(𝑥 − 3)(𝑥 − 5) ，则 𝑓 ′(𝑥) = 0 有 

 个实根，分别位于区间  中。

三、证明题

4. 证明恒等式: arcsin 𝑥 + arccos 𝑥 = 𝜋
2 (−1 ≤ 𝑥 ≤ 1) .

5. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内具有二阶导数，且 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥3) ，
其中 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏 ，证明：在区间 (𝑥1, 𝑥3) 内至少存在一点 𝜉 ，
使得 𝑓″(𝜉) = 0 .

6. 设 𝑎 > 𝑏 > 0 ，证明： 𝑎−𝑏
𝑎 < ln(𝑎

𝑏 ) < 𝑎−𝑏
𝑏
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第二节 洛必达法则

一、选择题

1. 下列式子中运用洛必达法则正确的是 ( )

A. lim𝑛→∞
𝑛
√
𝑛 = 𝑒lim𝑛→∞

ln𝑛
𝑛 = 𝑒lim𝑛→∞( 1

𝑛) = 1

B. lim𝑥→0
𝑥+sin𝑥
𝑥− sin𝑥 = lim𝑥→0

1+cos𝑥
1−cos 𝑥 = ∞

C. lim𝑥→0
𝑥2 sin(1

𝑥)
sin 𝑥 = lim𝑥→0

2𝑥 sin(1
𝑥)− cos(1

𝑥)
cos 𝑥  不存在

D. lim𝑥→0
𝑥
𝑒𝑥 = lim𝑥→0

1
𝑒𝑥 = 1

2. 下列式子中，极限存在但不能用洛必达法则计算的是 ( )

A. lim𝑥→0 𝑥2(sin 𝑥)

B. lim𝑥→0+ ( 1
𝑥)

tan𝑥

C. lim𝑥→∞
𝑥+sin𝑥

𝑥

D. lim𝑥→+∞
𝑥𝑛

𝑒𝑥

二、填空题

3. lim𝑥→𝜋
2

cos 5𝑥
cos 3𝑥 = 
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4. lim𝑥→+∞
ln(1+1

𝑥)
arctan𝑥 = 

三、计算题

5. 用洛必达法则计算下列极限：

(1) lim𝑥→0
𝑒𝑥−𝑒−𝑥

sin 𝑥;

(2) lim𝑥→0+
ln(tan 7𝑥)
ln(tan 2𝑥);

(3) lim𝑥→0
ln(1+𝑥2)

sec 𝑥− cos 𝑥;
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(4) lim𝑥→0 𝑥2𝑒
1

𝑥2 ;

(5) lim𝑥→1( 2
𝑥2−1 − 1

𝑥−1) ;

(6) lim𝑥→0+ 𝑥sin 𝑥

(7) lim𝑥→1−(1 − 𝑥) tan(𝜋𝑥
2 );
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(8) lim𝑥→0+ ( 1
𝑥)

tan𝑥
.

第三节 泰勒公式

一、选择题

1. 已知 cos 𝑥 = 1 − 𝑥2

2 + 𝑅3(𝑥), 则 𝑅3(𝑥) = ( ).

A. sin 𝜉
3! 𝑥3

B. − sin 𝜉
3! 𝑥3

C. cos 𝜉4! 𝑥4

D. − cos 𝜉
4! 𝑥4

2. 函数 𝑓(𝑥) 的泰勒展开式 𝑓(𝑥) = ∑𝑛
𝑘=0 𝑎𝑘(𝑥 − 𝑥0)

𝑘 + 𝑅𝑛(𝑥) 中拉格朗日余

项 𝑅𝑛(𝑥) = ( ).

A. 𝑓𝑛+1 𝜃𝑥
(𝑛+1)!(𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1 (0 < 𝜃 < 1)

B. 𝑓𝑛+1 𝑥0+𝜃𝑥
(𝑛+1)!(𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1 (0 < 𝜃 < 1)

C. 𝑓𝑛+1 𝑥0+𝜃(𝑥−𝑥0)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑥0)

𝑛 (0 < 𝜃 < 1)
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D. 𝑓𝑛+1 𝑥0+𝜃(𝑥−𝑥0)
(𝑛+1)! (𝑥 − 𝑥0)

𝑛+1 (0 < 𝜃 < 1)

二、计算题

3. 求函数 𝑓(𝑥) =
√
𝑥 按 (𝑥 − 4) 的幂展开的带有拉格朗日余项的三阶泰勒公

式

4. 求函数 𝑓(𝑥) = 1
𝑥 按 (𝑥 + 1) 的幂展开的带有拉格朗日余项的 𝑛 阶泰勒公

式

5. 求函数 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 带有佩亚诺余项的 𝑛 阶麦克劳林公式
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6. 应用三阶泰勒公式求 3
√
30 的近似值，并估计误差

7. (附加题)利用泰勒公式求下列极限：

(1) lim𝑥→0
cos𝑥−𝑒−𝑥2

2
𝑥2[𝑥+ ln(1−𝑥)];

(2) lim𝑥→∞[𝑥 − 𝑥2 ln(1 + 1
𝑥)].

第四节 函数的单调性与曲线的凹凸性

一、选择题
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1. 设函数 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上可导，且 𝑓 ′(𝑥) > 𝑔′(𝑥) ，则在 (𝑎, 𝑏) 内
有 ( ).

A. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 0

B. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) ≥ 0

C. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑏) − 𝑔(𝑏)

D. 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) > 𝑓(𝑎) − 𝑔(𝑎)

2. 设函数 𝑓(𝑥) = |𝑥(1 − 𝑥)| ，则 ( ).

A. 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的极值点，但 (0, 0) 不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

B. 𝑥 = 0 不是 𝑓(𝑥) 的极值点，但 (0, 0) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

C. 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的极值点，且 (0, 0) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑥 = 0 不是 𝑓(𝑥) 的极值点， (0, 0) 也不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

3. 曲线 𝑦 = (𝑥 − 1)2(𝑥 − 3)2 的拐点个数是 ( ).

A. 0

B. 1

C. 2
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D. 3

二、填空题

4. 函数 𝑦 = 10
4𝑥3−9𝑥2+6𝑥 的单调增加区间是 

5. 曲线 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 的凹区间是 

6. 设点(1,3)为曲线 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 的拐点，则 𝑎 = ， 𝑏 = 
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三、计算题

7. 判定函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 + cos 𝑥 的单调性

8. 求下列函数的单调区间：

(1) 𝑦 = 2𝑥3 − 6𝑥2 − 18𝑥 − 7 ;

(2) 𝑦 = 3√(2𝑥 − 𝑎)(𝑎 − 𝑥)2 ( 𝑎 > 0 ).

9. 求下列函数曲线的拐点及凹凸区间：

(1) 𝑦 = 𝑥3 − 5𝑥2 + 3𝑥 + 5 ;
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(2) 𝑦 = ln(𝑥2 + 1) .

10. 试确定曲线 𝑦 = 𝑎𝑥3 + 𝑏𝑥2 + 𝑐𝑥 + 𝑑 中的 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ，使得 𝑥 = −2 处曲

线有水平切线，(1,−10) 为其拐点，且点 (−2, 44) 在曲线上.

四、证明题

11. 证明下列不等式：

(1) 当 𝑥 > 0 时, 1 + 𝑥
2 >

√
1 + 𝑥 ;

(2) 当 0 < 𝑥 < 𝜋
2  时, sin 𝑥 + tan 𝑥 > 2𝑥 .
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第五节 函数的极值与最大值最小值

这节什么都没有～

第六节 函数图形的描绘

一、选择题

1. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥4 + 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 在点 𝑥 = 1 处有极值 −2, 则常数 𝑎, 𝑏 的
值为 ( ).

A. 𝑎 = −2, 𝑏 = 1

B. 𝑎 = 1, 𝑏 = −1

C. 𝑎 = 0, 𝑏 = −3

D. 𝑎 = −1, 𝑏 = −2

2. 函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处连续且取得极大值，则 ( ).

A. 𝑓 ′(𝑥0) = 0

B. 𝑓″(𝑥0) < 0

C. 𝑓 ′(𝑥0) = 0 且 𝑓″(𝑥0) < 0

D. 𝑓 ′(𝑥0) = 0 或不存在
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3. 已知 lim𝑥→𝑎
𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎 = −1 ，则在点 𝑥 = 𝑎 处 ( ).

A. 函数 𝑓(𝑥) 的导数存在且 𝑓 ′(𝑎) ≠ 0

B. 函数 𝑓(𝑥) 取得极小值

C. 函数 𝑓(𝑥) 取得极大值

D. 函数 𝑓(𝑥) 的导数不存在

4. 曲线 𝑦 = 𝑥2

1+𝑥 的渐近线有 ( ).

A. 2 条

B. 3 条

C. 4 条

D. 5 条

二、填空题

5. 已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2

1+𝑥2  ，其极大值为 ，极小值为 .
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6. 已知函数 𝑦 = 𝑥 +
√
1 − 𝑥 ，在区间 [−5, 1] 上，它的最大值为 

，最小值为 .

三、计算题

7. 求下列函数的极值：

(1) 𝑦 = 𝑥 − ln(1 + 𝑥) ;

(2) 𝑦 = 3 − 2(𝑥 + 1)1
3  .

8. 问：函数 𝑦 = 𝑥2 − 54
𝑥 (𝑥 < 0) 在何处取得最小值？
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9. 描绘下列函数的图形：

(1) 𝑦 = 1
5(𝑥

4 − 6𝑥2 + 8𝑥 + 7) ;

(2) 𝑦 = 𝑥2 + 1
𝑥 .

四、应用题

10. 要造一圆柱形油罐, 体积为 𝑉  , 问: 底半径 𝑟 和高 ℎ 各等于多少时, 才

能使表面积最小? 这时底直径与高的比是多少?

11. 一房产公司有 50 套公寓要出租。当月租金定为 4000 元时，公寓可以全

部租出去，月租金每增加 200 元，就会多一套公寓租不出去，而租出去

的公寓平均每月需花费 400 元的维修费。试问：月租金定为多少时可获

得最大收入？
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第七节 曲率

一、填空题

1. 曲线 𝑦 = 𝑥2 + 𝑒𝑥2
 在点(0,1)处的曲率为 ，曲率半径为 

。

2. 抛物线 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 4 在其顶点处的曲率为 ，曲率半径为 

二、计算题

3. 求椭圆 4𝑥2 + 𝑦2 = 4 在点(0,2)处的曲率
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4. 求曲线 {𝑥=𝑎 cos3 𝑡
𝑦=𝑎 sin3 𝑡  在点 𝑡 = 𝑡0 处的曲率

三、应用题

5. 一飞机沿抛物路径 𝑦 = 𝑥2

10000 ( 𝑦 轴铅直向上, 单位: m) 做俯冲飞行. 在坐

标原点 𝑂 处飞机速度为 𝑣 = 200𝑚
𝑠  . 飞行员体重 𝐺 = 70𝑘𝑔 . 求飞机俯冲

至最低点即坐标原点 𝑂 处时座椅对飞行员的作用力.

总习题三

一、选择题

1. 设在区间 [0, 1] 上 𝑓″(𝑥) > 0 ，则下列判断正确的是( ).

A. 𝑓 ′(1) > 𝑓 ′(0) > 𝑓(1) − 𝑓(0)

B. 𝑓 ′(1) > 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓 ′(0)

C. 𝑓(1) − 𝑓(0) > 𝑓 ′(1) > 𝑓 ′(0)

D. 𝑓 ′(1) > 𝑓(0) − 𝑓(1) > 𝑓 ′(0)
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2. 设 𝑓 ′(𝑥0) = 𝑓″(𝑥0) = 0, 𝑓‴(𝑥0) > 0 ，则( ).

A. 𝑓 ′(𝑥0) 是 𝑓 ′(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

C. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

D. (𝑥0, 𝑓(𝑥0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

二、填空题

3. 函数 𝑦 = ln sin 𝑥 在区间 [𝜋
6 ,

5𝜋
6 ] 上满足罗尔中值定理的 𝜉 值是 

4. lim𝑥→0
𝑒𝑥+𝑒−𝑥−2

𝑥2 =
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5.曲线 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 的拐点是 (2, 2𝑒−2)，凸区间是 (−∞, 2) , 凹区间是 

6. 函数 𝑓(𝑥) = 8 ln 𝑥 − 𝑥2 在区间 (0,+∞) 上的最大值是 

7. 曲线 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥

𝑥+1 的渐近线为 

8.抛物线 𝑦 = 𝑥2 − 4𝑥 + 3 在其顶点处的曲率为 
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三、计算题

9. 求下列极限：

(1) lim𝑥→1
𝑥−𝑥𝑥

1−𝑥+ ln𝑥;

(2) lim𝑥→+∞ (( 2
𝜋) arctan 𝑥)𝑥.

10. 求下列函数在指定点处具有指定阶数及余项的泰勒公式：

(1) 𝑓(𝑥) = arctan 𝑥, 𝑥0 = 0, 𝑛 = 3 ，佩亚诺余项；

(2) 𝑓(𝑥) = 𝑥3 ln 𝑥, 𝑥0 = 1, 𝑛 = 4 ，拉格朗日余项

75



11. 设 𝑎 > 1 ，函数 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥 − 𝑎𝑥 在区间 (−∞,+∞) 上的驻点为 𝑥(𝑎) . 
问： 𝑎 为何值时， 𝑥(𝑎) 最小？并求出最小值.

12. 曲线弧 𝑦 = sin 𝑥(0 < 𝑥 < 𝜋) 上哪一点处的曲率半径最小? 求出该点处的

曲率半径.

13. 试确定常数 𝑎, 𝑏 ，使得 𝑓(𝑥) = 𝑥 − (𝑎 + 𝑏 cos 𝑥) sin 𝑥 为当 𝑥 → 0 时关于 

𝑥 的五阶无穷小。

四、证明题

14. 设 𝑎0 + 𝑎1
2 + 𝑎2

3 + … + 𝑎𝑛
𝑛+1 = 0 ，证明：多项式

𝑓(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥2 + … + 𝑎𝑛𝑥𝑛
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在区间(0,1)内至少有一个零点.

15. 证明：当 𝑒 < 𝑎 < 𝑏 < 𝑒2 时， ln2 𝑏 − ln2 𝑎 > ( 4
𝑒2 )(𝑏 − 𝑎) .
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第四章 不定积分

第一节 不定积分的概念与性质

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1. 有界函数一定存在原函数. ( ).

2. 设函数 𝑓(𝑥) 的原函数存在， 𝑘 为任意常数，则 ∫𝑘𝑓(𝑥) d𝑥 =
𝑘∫𝑓(𝑥) d𝑥.( )

3. 设 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ，则 [∫ d𝐹(𝑥)]′ = 𝑓(𝑥) + 𝐶. ( ).
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二、计算题

4. 计算下列不定积分：

(1) ∫ d𝑥
𝑥2√𝑥 = ∫𝑥−5

2 d𝑥 = −2𝑥−3
2 + 𝐶

(2) ∫𝑥2 3
√
𝑥d𝑥 = ∫𝑥7

3 d𝑥 = 3
10𝑥

10
3 + 𝐶;

(3) ∫ 1+ sin 2𝑥
cos 𝑥+ sin𝑥 d𝑥 = ∫ sin2 𝑥+cos2 𝑥+2 sin𝑥 cos 𝑥

cos 𝑥+ sin𝑥 d𝑥 = ∫(sin 𝑥 + cos 𝑥) d𝑥 =
sin 𝑥 − cos 𝑥 + 𝐶 ;

(4) ∫ 𝑥4

1+𝑥2 d𝑥 = ∫[𝑥2 − 1 + 1
1+𝑥2 ] d𝑥 = 𝑥3

3 − 𝑥 + arctan 𝑥 + 𝐶 ;

(5) ∫ cos 2𝑥
cos2 𝑥 sin2 𝑥 d𝑥 = ∫ cos2 𝑥− sin2 𝑥

cos2 𝑥 sin2 𝑥 d𝑥 = ∫(sec2 𝑥 − csc2 𝑥) d𝑥 = tan 𝑥 +
cot 𝑥 + 𝐶 ;

(6) ∫ 3⋅2𝑥−2⋅3𝑥

3𝑥 d𝑥 = ∫[3(2
3)

𝑥 − 2] d𝑥 = −3 (2
3)

𝑥

ln(3
2)

− 2𝑥 + 𝐶.

5. 一曲线过点 (𝑒2, 3) ，且该曲线在任一点处的切线斜率等于该点横坐标的

倒数，求该曲线的方程.

6. 已知函数 𝐹(𝑥) 的导函数为 1√
1−𝑥2  ，且当 𝑥 = 1 时函数值为 3𝜋2  ，试求此

函数。

三、证明题
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7. 证明: arcsin(2𝑥 − 1) , arccos(1 − 2𝑥) 和 2 arctan√ 𝑥
1−𝑥 都是 1√

𝑥−𝑥2  的原

函数.

第二节 换元积分法(1)

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1. 因 ∫ cos 𝑥 d𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 ，故 ∫ cos 2𝑥 d𝑥 = sin 2𝑥 + 𝐶. ( )

2. 若 ∫𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝐹(𝑥) + 𝐶 ，则 ∫𝑓(𝑢) d𝑥 = 𝐹(𝑢) + 𝐶. ( )

二、填空题

3. 将合适的函数填入下列空格中：

(1)  dif x = dif(a x + b) ;

(2) dif  = x dif x;

(3) dif  = (1/x) dif x;
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(4) dif  = cos x dif x ;

(5) dif  = sin x dif x ;

(6) dif  = e^(2x) dif x ;

(7) dif  = 1/sqrt(x) dif x ;

(8) dif  = 1/x^2 dif x .

三、计算题

4. 计算下列不定积分： (1) ∫ d𝑥
(3𝑥−2)2  ;

(2) ∫ 𝑥√
1+𝑥2 d𝑥 ;

(3) ∫ 3𝑥3

1−𝑥4 d𝑥 ;

(4) ∫ d𝑥
𝑥 ln𝑥 ln ln𝑥 ;
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(5) ∫ cos3 𝑥d𝑥

(6) ∫ d𝑥
𝑒𝑥+𝑒−𝑥 ;

(7) ∫ 𝑒arctan𝑥

1+𝑥2 d𝑥.

5.(附加题)计算下列不定积分：

(1) ∫ 𝑥
𝑥2+2𝑥+2 d𝑥 ;

(2) ∫ cos 𝑥
sin𝑥+ cos 𝑥 d𝑥.
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第二节 换元积分法(2)

一、填空题

1. 如果被积函数中含有 
√
𝑎2 − 𝑥2，可做代换将根式化去，此时 d𝑥 = 

，其中 𝑥 = 𝑎 sin 𝑡
2. 如果被积函数中含有 

√
𝑎2 + 𝑥2，可做代换将根式化去，此时 d𝑥 = 

，或 𝑎 cosh 𝑡 d𝑡
3. 如果被积函数中含有 

√
𝑥2 − 𝑎2，可做代换将根式化去，此时 d𝑥 = 

，或 𝑎 sinh 𝑡 d𝑡

二、计算题

4. 计算下列不定积分： (1) ∫ d𝑥
𝑥
√
1+𝑥2；

(2) ∫ sin
√
𝑥d𝑥；

(3) ∫ 𝑥2
√
𝑎2−𝑥2 d𝑥；
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(4) ∫ d𝑥
1+

√
2𝑥；

(5) ∫ d𝑥
√(𝑥2+1)3

；

(6) ∫ d𝑥
𝑥+

√
1−𝑥2；

(7) ∫
√
𝑥2−4
𝑥 d𝑥。
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5.(附加题)计算下列不定积分： (1) ∫ 𝑥3+1
(𝑥2+1)2

d𝑥；

(2) ∫ d𝑥
𝑥100+𝑥。

第三节 分部积分法

一、简答题

1. 写出不定积分的分部积分公式及其推导过程(作业讲评时随机点名答辩).

二、计算题
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2. 计算下列不定积分：

(1) ∫𝑥𝑒−𝑥 d𝑥

(2) ∫𝑥 cos(𝑥
3) d𝑥;

(3) ∫𝑥2 cos 𝑥 d𝑥;

(4) ∫𝑥3 ln2 𝑥d𝑥;
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(5) ∫arcsin2 𝑥d𝑥;

(6) ∫ cos ln 𝑥 d𝑥 ;

(7) ∫𝑒
√
3𝑥+9 d𝑥.

3. 设函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数是 sin 𝑥
𝑥  , 求 ∫𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥 .

87



4.(附加题)综合所学积分方法，计算下列不定积分：

(1) ∫ ln(2+
√
𝑥)

𝑥+2
√
𝑥 d𝑥;

(2) ∫ arctan 𝑒𝑥

𝑒2𝑥 d𝑥.

第四节 有理函数的积分

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1.有理函数也称为有理分式，整式也是有理分式的一种 ( )

2.有理分式 𝑥3+𝑥2−𝑥−1
2𝑥3+3𝑥2+6𝑥 是真分式 ( )
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3. 令 𝑡 = tan(𝑥
2 ) , 则 ∫ tan𝑥

sin𝑥+cos 𝑥−1 d𝑥 = ∫ 𝐴
(1−𝑡)(1−𝑡2) d𝑡 中 𝐴 = −2 ( )

4. 在计算三角函数有理式的不定积分 ∫𝑅(sin 𝑥, cos 𝑥) d𝑥 时，一般使用变换 

𝑡 = tan(𝑥
2 ) ( )

5.所有连续函数均存在初等函数的原函数 ( )

二、计算题

6. 计算下列不定积分：

(1) ∫ 𝑥3

𝑥+3 d𝑥 ;
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(2) ∫ 2𝑥+3
𝑥2+3𝑥−10 d𝑥;

(3) ∫ 𝑥+1
𝑥2+2𝑥+5 d𝑥 ;

(4) ∫ d𝑥
𝑥(𝑥2+1) ;

(5) ∫ d𝑥
(𝑥2+1)(𝑥2+𝑥+1) ;
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(6) ∫ d𝑥
3+ sin2 𝑥 .

7.(附加题)试用两种方法计算不定积分 ∫ d𝑥
sin 2𝑥+2 sin𝑥

总习题四

一、选择题

1. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内连续，则在 (𝑎, 𝑏) 内 𝑓(𝑥) ( ).

A. 必有导函数

B. 必有原函数

C. 必有界

D. 必有极限
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2. 若 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝜑′(𝑥) = 𝑓(𝑥) ，则 ∫𝑓(𝑥) d𝑥 = ( ) .

A. 𝐹(𝑥)

B. 𝜑(𝑥)

C. 𝜑(𝑥) + 𝐶

D. 𝐹(𝑥) + 𝜑(𝑥) + 𝐶

3.下列式子中正确的是( )

A. 𝑑[∫ 𝑓(𝑥) d𝑥] = 𝑓(𝑥)

B. 
d[∫𝑓(𝑥) d𝑥]

𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) d𝑥

C. ∫d𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥)

D. ∫d𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝐶

4. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥 ，则 ∫ 𝑓(ln𝑥)
𝑥 d𝑥 = ( ) .

A. 1
𝑥 + 𝐶

B. ln 𝑥 + 𝐶

C. − 1
𝑥 + 𝐶
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D. − ln𝑥 + 𝐶

5. ∫ d𝑥
√𝑥(1−𝑥)

= ( )

A. 12 arcsin
√
𝑥 + 𝐶

B. arcsin
√
𝑥 + 𝐶

C. 2 arcsin(2𝑥 − 1) + 𝐶

D. arcsin(2𝑥 − 1) + 𝐶

二、填空题

6. ∫(1 − sin2(𝑥
2 )) d𝑥 = 

93



7. 若 𝑒𝑥 是函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数, 则 ∫𝑥2𝑓(ln 𝑥) d𝑥 =  .

8. 设 𝐹 ′(𝑥) = 𝑓(𝑥) , 则 ∫𝑓(𝑎𝑥 + 𝑏) d𝑥 = .

9. 设 ∫𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = arcsin 𝑥 + 𝐶 ，则 ∫ d𝑥
𝑓(𝑥) =  .

10. 若 ∫𝑥𝑓(𝑥) d𝑥 = 𝑥 sin 𝑥 − ∫ sin 𝑥 d𝑥 ，则 𝑓(𝑥) = .
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三、计算题

11. 计算下列不定积分：

(1) ∫ cos
√
𝑥d𝑥 ;

(2) ∫ sin 2𝑥
cos4 𝑥− sin4 𝑥 d𝑥;

(3) ∫ d𝑥
cos2 𝑥 4√tan𝑥 ;

(4) ∫ 𝑥 ln(1+𝑥2)
1+𝑥2 d𝑥.
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12. 设函数 𝑓(sin2 𝑥) = 𝑥
sin𝑥 ，求 ∫

√
𝑥√

1−𝑥𝑓(𝑥) d𝑥.

13. 已知函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数为 ln2 𝑥 ，求 ∫𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥 .
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第五章 定积分

第一节 定积分的概念与性质

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1. 𝑑∫𝑏
𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥
𝑑𝑥 = 𝑓(𝑥) ( )

2. 定积分的定义中，“ 𝜆 → 0 ”可以换成“ 𝑛 → ∞ ”. ( )

3.交换定积分的上下限，定积分的值不变. ( )

4.若等式 ∫𝑏
𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫𝑐

𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 + ∫𝑏

𝑐
𝑓(𝑥) d𝑥 成立，则必有 𝑎 < 𝑐 < 𝑏. 

( )

二、计算题

5. 设 ∫1
−1

3𝑓(𝑥) d𝑥 = 18, ∫3
−1

𝑓(𝑥) d𝑥 = 4, ∫3
−1

𝑔(𝑥) d𝑥 = 3 ，求：

(1) ∫1
−1

𝑓(𝑥) d𝑥 = 18
3 = 6;

(2) ∫3
1
𝑓(𝑥) d𝑥 = ∫3

−1
𝑓(𝑥) d𝑥 − ∫1

−1
𝑓(𝑥) d𝑥 = 4 − 6 = −2 ;

(3) ∫−1
3

𝑔(𝑥) d𝑥 = −∫3
−1

𝑔(𝑥) d𝑥 = −3 ;

(4) ∫3
−1

(1
5)[4𝑓(𝑥) + 3𝑔(𝑥)] d𝑥 = (1

5)[4 × 4 + 3 × 3] = 25
5 = 5.

6. 利用定积分的几何意义，求下列定积分的值(要求作图)：

(1) ∫𝑡
0
(2𝑥 + 1) d𝑥 = 𝑡2 + 𝑡;

(2) ∫2
−1

|𝑥 − 1| d𝑥 = (1−(−1))2
2 + (2−1)2

2 = 2 + 1
2 = 5

2;

(3) ∫3
−3

√
9 − 𝑥2 d𝑥 = 𝜋×32

2 = 9𝜋
2  (半圆面积).

7. 估计下列定积分的值：

(1) ∫5𝜋
4

𝜋
4

(1 + sin2 𝑥) d𝑥; 当 𝑥 ∈ [𝜋4 , 5
𝜋
4 ] 时，1 ≤ 1 + sin2 𝑥 ≤ 2，所以 𝜋 ≤

𝐼 ≤ 2𝜋

(2) ∫0
2
𝑒𝑥2−𝑥 d𝑥. 这是负积分，= −∫2

0
𝑒𝑥2−𝑥 d𝑥

8. (附加题)利用定积分的定义计算定积分 ∫1
0
𝑒𝑥 d𝑥.
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三、证明题

9. (附加题)我们知道，当 𝑎 > 0 时， 𝑎𝑥2 + 𝑏𝑥 + 𝑐 ≥ 0 恒成立 ⇔ 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤
0 . 试用此结论证明：若函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，则 

∫1
0
𝑓2(𝑥) d𝑥 ≥ (∫1

0
𝑓(𝑥) d𝑥)

2
 .

第二节 微积分基本公式

一、计算题

1.计算下列导数： (1) 𝑑
𝑑𝑥 ∫𝑥2

0

√
1 + 𝑡2 d𝑡;

(2) 𝑑
𝑑𝑥 ∫𝑥3

𝑥2
d𝑡√
1+𝑡4

;
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(3) 𝑑
𝑑𝑥 ∫cos 𝑥

sin𝑥
cos(𝜋𝑡2) d𝑡.

2. 求下列极限：

(1) lim𝑥→0
∫𝑥
0

cos 𝑡2 d𝑡
𝑥 ;

(2) lim𝑥→0
(∫𝑥

0
𝑒𝑡2 d𝑡)

2

∫𝑥
0

𝑡𝑒2𝑡2 d𝑡
;

(3) lim𝑥→+∞
∫𝑥
0

arctan2 𝑡 d𝑡
√
𝑥2+1

.
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3. 计算下列定积分：

(1) ∫
√
3𝑎

0
d𝑥

𝑎2+𝑥2 ;

(2) ∫0
−1

3𝑥4+3𝑥2+1
𝑥2+1 d𝑥;

(3) ∫2𝜋
0

| sin 𝑥| d𝑥;

(4) ∫2
0
𝑓(𝑥) d𝑥 ，其中 𝑓(𝑥) = {𝑥+1 if 𝑥≤1

1
2𝑥2 if 𝑥>1
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(5) ∫2
0
max{𝑥2, 𝑥3} d𝑥.

4. 设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 具有三阶连续导数，其部分图形如图 5-1 所示，试确定

下列定积分的符号：

Figure 2: 图 5-1

(1) ∫2
−3

𝑓(𝑥) d𝑥 ;

(2) ∫2
−3

𝑓 ′(𝑥) d𝑥 ;
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(3) ∫2
−3

𝑓″(𝑥) d𝑥 ;

(4) ∫2
−3

𝑓‴(𝑥) d𝑥 .

第三节 定积分的换元积分法和分部积分法

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1. ∫2
1

d𝑥
(11+5𝑥)3 =

[𝑢=11+5𝑥] 1
5 ∫2

1
d𝑢
𝑢3 = 1

5 ⋅ (−1
2𝑢

−2 |21) = 3
40 ( )

2. ∫
𝜋
2
−𝜋

2
𝑥2

√
1 − cos2 𝑥d𝑥 = ∫

𝜋
2
−𝜋

2
𝑥2 sin 𝑥 d𝑥 ，由于 𝑥2 sin 𝑥 是奇函数，因此有
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∫
𝜋
2

−𝜋
2

𝑥2
√
1 − cos2 𝑥d𝑥 = ∫

𝜋
2

−𝜋
2

𝑥2 sin 𝑥 d𝑥 = 0 ( )

二、计算题

3. 计算下列定积分： (1) ∫
√
2

−
√
2

√
2 − 𝑥2 d𝑥;

(2) ∫
𝜋
2
−𝜋

2
cos 𝑥 cos 2𝑥 d𝑥;

(3) ∫
√
3

1
d𝑥

𝑥2
√
1+𝑥2 ;

103



(4) ∫4
1

d𝑥
1+

√
𝑥 ;

(5) ∫𝑒2

1
d𝑥

𝑥
√
1+ ln𝑥;

(6) ∫
𝜋
3

𝜋
4

𝑥
sin2 𝑥 d𝑥;

(7) ∫1
0
𝑥 arctan 𝑥 d𝑥;
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(8) ∫4
1

ln𝑥√
𝑥 d𝑥.

4. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑥 − ∫𝜋
0

𝑓(𝑥) cos 𝑥 d𝑥 ，求 𝑓(𝑥) .

5.(附加题)设函数 𝑓(𝑥) = ∫𝑥2

1
sin 𝑡
𝑡 d𝑡 ，求 ∫1

0
𝑥𝑓(𝑥) d𝑥.

第四节 反常积分

一、判断题(如果错误，请加以改正)

1. 已知 sin 𝑥 是奇函数, 则 ∫+∞
−∞

sin 𝑥 d𝑥 = 0 ( )
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2. ∫+∞
−∞

sin 𝑥 d𝑥 = lim𝑏→+∞ ∫𝑏
−𝑏

sin 𝑥 d𝑥 = lim𝑏→+∞(− cos 𝑏 + cos 𝑏) = 0 
( )

3. ∫3
−2

d𝑥
𝑥 = ln|𝑥| |3−2 = ln 3 − ln 2. ( )

二、计算题

4. 判定下列反常积分的敛散性，若收敛，计算反常积分的值：

(1) ∫+∞
1

d𝑥
𝑥4 ;

(2) ∫+∞
−∞

d𝑥
𝑥2+2𝑥+2;
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(3) ∫+∞
2
𝜋

1
𝑥2 sin( 1

𝑥) d𝑥;

(4) ∫1
0

𝑥√
1−𝑥2 d𝑥;

(5) ∫𝑒
1

d𝑥
𝑥
√
1− ln2 𝑥

.

5. 当 𝑘 为何值时，反常积分 ∫+∞
2

d𝑥
𝑥 ln𝑘 𝑥 收敛？当 𝑘 为何值时，该反常积分

发散？又当 𝑘 为何值时，该反常积分取得最小值？
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6.(附加题)证明：若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (−∞,+∞) 上连续，且 ∫+∞
−∞

𝑓(𝑥) d𝑥 

收敛，则 ∀𝑥 ∈ (−∞,+∞) ，恒有

𝑑
𝑑𝑥

∫
𝑥

−∞
𝑓(𝑡) d𝑡 = 𝑓(𝑥), 𝑑

𝑑𝑥
∫

+∞

𝑥
𝑓(𝑡) d𝑡 = −𝑓(𝑥)

总习题五

一、选择题

1. 设 𝐼 = ∫𝑏
𝑎
𝑓(𝑥) d𝑥 ，根据定积分的几何意义可知( )

A. 𝐼 是由曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 及直线 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴所围成图形的面积，

所以 𝐼 > 0

B. 若 𝐼 = 0 , 则上述图形面积为零, 从而图形的“高” 𝑓(𝑥) = 0

C. 𝐼 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 及直线 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴之间各部分面积的代数

和

D. 𝐼 是由曲线 𝑦 = |𝑓(𝑥)| 及直线 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏 与 𝑥 轴所围成图形的面积

2. 函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续是 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上可积的( )
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A. 必要条件

B. 充分条件

C. 充要条件

D. 无关条件

3. 若函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 if 𝑥≥0
𝑒𝑥 if 𝑥<0 则 ∫2

−1
𝑓(𝑥) d𝑥 = ( )

A. 3 − 𝑒−1

B. 3 + 𝑒−1

C. 3 − 𝑒

D. 3 + 𝑒

4. 设函数 𝑓(𝑥) 连续， 𝑥 > 0 ，且 ∫𝑥2

1
𝑓(𝑡) d𝑡 = 𝑥2(𝑥 − 1) ，则 𝑓(2) = 

( )

A. 3
√
2

2 − 1

B. 2
√
2 − 12

C. 12 − 2
√
2

D. 1 − 3
√
2

2
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5.
若函数 𝑓(𝑥) = {

∫𝑥
0 (𝑒𝑡2−1)d𝑡

𝑥2 if 𝑥≠0
𝑎 if 𝑥=0

 且已知 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 = 0 处连续，则必有

( )

A. 𝑎 = 1

B. 𝑎 = 2

C. 𝑎 = 0

D. 𝑎 = −1

二、填空题

6. 𝑑
d𝑥 ∫𝑏

𝑎
arctan 𝑥 d𝑥 =

7. ∫
𝜋
2
−𝜋

2

√
1 − cos2 𝑥d𝑥 =
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8. 由区间 [𝑎, 𝑏] 上连续曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) , 直线 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 𝑏(𝑎 < 𝑏) 和 𝑥 轴所

围成图形的面积为 𝑆 = .

9. ∫0
−1

|3𝑥 + 1| d𝑥 = 

10. 已知 𝑥𝑒𝑥 为函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数, 则 ∫1
0
𝑥𝑓 ′(𝑥) d𝑥 =

三、计算题

11. 计算下列定积分：

(1) ∫𝑒
1

ln𝑥
𝑥 d𝑥;
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(2) lim𝑥→0
∫𝑥
0

2𝑡 cos 𝑡 d𝑡
1− cos 𝑥 ;

(3) ∫1
−1

𝑥√
5−4𝑥 d𝑥;

(4) ∫2
1
𝑥 log2 𝑥d𝑥 ;

(5) ∫𝑒
1
sin ln 𝑥 d𝑥.
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四、证明题

12. 设 𝑓″(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续，证明：

∫
𝑏

𝑎
𝑥𝑓″(𝑥) d𝑥 = [𝑏𝑓 ′(𝑏) − 𝑓(𝑏)] − [𝑎𝑓 ′(𝑎) − 𝑓(𝑎)]
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第六章 定积分的应用

第一节 定积分的元素法

这节什么都没有～

第二节 定积分在几何学上的应用

一、填空题

1. 能用定积分表示的量具有如下特征：

(1) 

(2) 

(3) 

2. 若要求由曲线 𝑦 = 𝑥3 和 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 所围成图形的面积，则其面积元素

为 ，面积的表达式为 .

3. 若要求底面半径为 𝑅 ，高为 𝐻 的圆锥的体积，可建立以底面圆心 𝑂 为

坐标原点，高为 𝑥 轴的坐标系，则其体积元素为 ，体积的表

达式为 。

二、计算题

4. 求由曲线 𝑦 = 1
𝑥 和直线 𝑦 = 𝑥 及 𝑥 = 2 所围成图形的面积

5. 求由曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 及 𝑦 = 𝑒−𝑥 与直线 𝑥 = 1 所围成图形的面积
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6. 求由抛物线 𝑦2 = 2𝑝𝑥 及其在点 (𝑝
2 , 𝑝) 处的法线所围成图形的面积

7. 求由摆线 {𝑥=𝑎(𝑡− sin 𝑡)
𝑦=𝑎(1− cos 𝑡) (0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜋) 的一拱与 𝑥 轴所围成图形的面积

8. 由曲线 𝑦 = 𝑥3 与直线 𝑥 = 2 及 𝑦 = 0 所围成的图形分别绕 𝑥 轴及 𝑦 轴
旋转一周，计算所得两个旋转体的体积.

9. 由曲线 𝑦 = 𝑥2 及 𝑦2 = 𝑥 所围成的图形绕 𝑦 轴旋转一周，计算所得旋转

体的体积
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10. 计算曲线 𝑦 = ln 𝑥 上相应于 
√
3 ≤ 𝑥 ≤

√
8 的一段弧的长度.

11. (附加题) 由圆 𝑥2 + (𝑦 − 1)2 = 1 所围成的图形分别绕 𝑥 轴和 𝑦 轴旋转

一周, 计算所得旋转体的体积.

第三节 定积分在物理学上的应用

一、填空题

1. 设 𝑥 轴上有一长度为 𝑙 , 线密度为常数 𝜇 的细棒, 在与细棒右端的距离为 

𝑎 处有一质量为 𝑚 的质点 M (见图 6-1). 已知万有引力常数为 𝐺 , 则质

点 M 与细棒之间的引力大小为 

Figure 3: 图 6-1
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二、应用题

2. 试根据胡克定律，计算弹簧由原长拉伸 6 cm 所需要做的功(已知弹簧的劲

度系数以 N/m 为单位时数值为 𝑘 )

3. 一物体按规律 𝑥 = 𝑐𝑡3 做直线运动，介质的阻力与速度的平方成正比，计

算该物体由 𝑥 = 0 移至 𝑥 = 𝑎 时，克服介质阻力所做的功。

4. 有一圆锥形贮水池(上大下小)，深 15 m，口径 20 m，盛满水，现用泵将

水吸尽，需做多少功？

5. 有一等腰梯形闸门, 它的两条底边分别长 10 m 和 6 m, 高为 20 m, 较长

的底边与水面相齐. 计算闸门的一侧所受的水压力.
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6. 一底为 8 cm, 高为 6 cm 的等腰三角形铅直地浸没在水中, 顶在上, 底在

下且与水面平行, 而顶离水面 3 cm, 试求它每面所受的水压力.

7.(附加题)半径为 𝑟 的球沉入水中，球的上部与水面相切，球的密度 𝜌 与水

相同，现将球从水中取出，需做多少功？

总习题六

一、选择题

1. 由曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 和直线 𝑥 = 0 及 𝑦 = 2 所围成的曲边梯形的面积为( ).

A. ∫2
1
ln 𝑦, d𝑦

B. ∫𝑒2

0
𝑒𝑥, d𝑦

C. ∫ln 2
1

ln 𝑦, d𝑦

D. ∫2
1
(2 − 𝑒𝑥) d𝑥

2.如图 6-2 所示，阴影部分面积为( )
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Figure 4: 图 6-2

A. ∫𝑏
𝑎
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥

B. ∫𝑐
𝑎
[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)] d𝑥 + ∫𝑏

𝑐
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥

C. ∫𝑏
𝑎
[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)] d𝑥

D. ∫𝑐
𝑎
[𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥)] d𝑥 + ∫𝑏

𝑐
[𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥)] d𝑥

二、填空题

3.由抛物线 𝑦 = 𝑥2 + 2𝑥 ，直线 𝑥 = 1 和 𝑥 轴所围成图形的面积为 

4. 曲线 𝑦 =
√
𝑥 − 1

3

√
𝑥3 相应于区间[1,3]上的一段弧的长度为 

5. 由曲线 𝑦 = sin 𝑥 和它在 𝑥 = 𝜋
2  处的切线以及直线 𝑥 = 𝜋 所围成图形绕 𝑥 

轴旋转一周所得旋转体的体积为 

6. 水下有一个宽 2 m , 高 3 m 的矩形闸门铅直地浸没在水中, 水面超过门

顶 2 m , 则闸门上所受的水压力为 

7. 连续函数 𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑚) 对于任意常数 𝑚 恒大于零，则由曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥,𝑚) 
及直线 𝑥 = 𝑎 ， 𝑥 = 𝑏 ， 𝑦 = 0 所围成图形的面积为 .

三、计算题
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8. 求 𝐶 的值 (0 < 𝐶 ≤ 1) , 使得由两曲线 𝑦 = 𝑥2 与 𝑦 = 𝐶𝑥3 所围成图形

的面积为 23 .

9. 求 𝑎 的值，使得由曲线 𝑦 = 𝑎(1 − 𝑥2)(𝑎 > 0) 与它在点 (−1, 0) 和 (1, 0) 
处的法线所围成图形的面积最小.

10. 有一立体以由抛物线 𝑦2 = 2𝑥 与直线 𝑥 = 2 所围成的图形为底，而垂直

于抛物线轴的截面都是等边三角形，求其体积。
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第七章 微分方程

第一节 微分方程的基本概念

这节什么都没有～

第二节 可分离变量的微分方程

一、选择题

1. 关于微分方程 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2+2𝑑𝑦

𝑑𝑥+𝑦=𝑒𝑥  的下列结论：① 该方程是齐次微分方程，② 

该方程是线性微分方程，③ 该方程是常系数微分方程，④ 该方程为二阶微

分方程，其中正确的是( ).

A. ①②③

B. ①②④

C. ①③④

D. ②③④

2.下列方程中( )是一阶微分方程

A. (𝑦 − 𝑥𝑦′)2 = 𝑥2𝑦″

B. (𝑦″)2 + 5(𝑦′)4 − 𝑦5 + 𝑥7 = 0

C. (𝑥2 − 𝑦2) d𝑥 + (𝑥2 + 𝑦2) d𝑦 = 0

D. 𝑥𝑦″ + 𝑦′ + 𝑦 = 0
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二、填空题

3. 𝑥𝑦″ + 2𝑥2(𝑦′)2 + 𝑥3𝑦 = 𝑥4 + 1 是  阶微分方程

4. 微分方程 𝑦′ = 2𝑦
𝑥 的通解为 

三、计算题

5. 确定函数 𝑦 = (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒2𝑥 中所含的参数，使得该函数满足初值条件 

{𝑦 |𝑥=0 =0
𝑦′|𝑥=0 =1

6. 写出在点 (𝑥, 𝑦) 处的切线的斜率等于该点横坐标平方的曲线所满足的微分

方程

7. 求下列微分方程的通解：

(1) 𝑥𝑦′ − 𝑦 ln 𝑦 = 0 ;
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(2) (𝑒𝑥+𝑦 − 𝑒𝑥) d𝑥 + (𝑒𝑥+𝑦 + 𝑒𝑦) d𝑦 = 0.

8. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) cos 𝑥 sin 𝑦 d𝑦 = cos 𝑦 sin 𝑥 d𝑥, 𝑦|𝑥=0 = 𝜋
4

(2) 𝑦′ sin 𝑥 = 𝑦 ln 𝑦, 𝑦|𝑥=𝜋
2
= 𝑒

9. 一曲线通过点 (2, 3)，且它在两坐标轴间的任一切线均被切点所平分，求

该曲线方程
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四、应用题

10. 一个半球体形状的雪堆, 其体积融化率与半球体面积 𝐴 成正比, 比例系

数 𝑘 > 0 . 假设在融化过程中雪堆始终保持半球体形状, 已知半径为 𝑟0 
的雪堆在开始融化的 3ℎ 内, 融化了其体积的 78 , 问: 雪堆全部融化需要

多少时间?

五、证明题

11. 验证: 𝑥2 − 𝑥𝑦 + 𝑦2 = 𝐶 所确定的函数为微分方程 (𝑥 − 2𝑦)𝑦′ = 2𝑥 − 𝑦 
的解.

第三节 齐次方程

一、选择题

1. 微分方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑦

𝑥 + tan(𝑦
𝑥) 的通解为( ).

A. sin(𝑦
𝑥) = 𝐶𝑥

B. sin(𝑦
𝑥) = 1

𝐶𝑥

C. sin(𝑥
𝑦) = 𝐶𝑥
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D. sin(𝑥
𝑦) = 1

𝐶𝑥

二、计算题

2. 求下列齐次方程的通解：

(1) 𝑥𝑑𝑦
𝑑𝑥 = 𝑦 ln(𝑦

𝑥) ;

(2) (𝑥3 + 𝑦3) d𝑥 − 3𝑥𝑦2 d𝑦 = 0。

3. 求下列齐次方程满足所给初值条件的特解：

(1) (𝑦2 − 3𝑥2) d𝑦 + 2𝑥𝑦 d𝑥 = 0, 𝑦|𝑥=0 = 1;
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(2) (𝑥2 + 2𝑥𝑦 − 𝑦2) d𝑥 + (𝑦2 + 2𝑥𝑦 − 𝑥2) d𝑦 = 0, 𝑦|𝑥=1 = 1。

第四节 一阶线性微分方程

一、判断题

1. 𝑦′ = sin 𝑦 是一阶线性微分方程 ( )

2. 𝑦′ = 𝑥3𝑦3 + 𝑥𝑦 不是一阶线性微分方程 ( )

二、选择题

3. 以下( )是一阶线性微分方程
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A. 𝑦′ = sec 𝑦

B. 𝑦𝑦′ = 1

C. 𝑥2𝑦″ + 3𝑥𝑦′ + 𝑦 = 0

D. 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = −𝑥2+𝑥3+𝑦

1+𝑥

三、计算题

4. 求下列微分方程的通解：

(1) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑥2 + 3𝑥 + 2 ;

(2) (𝑦2 − 6𝑥)𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 2𝑦 = 0。
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5. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑦

𝑥 = sin 𝑥
𝑥 , 𝑦|𝑥=𝜋 = 1

(2) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 3𝑦 = 8, 𝑦|𝑥=0 = 2

6. 求一曲线方程，该曲线通过坐标原点，且它在点 (𝑥, 𝑦) 处的切线的斜率等

于 2𝑥 + 𝑦

7. 用适当的变量代换将下列微分方程化为可分离变量的微分方程，然后求其

通解：

(1) 𝑥𝑦′ + 𝑦 = 𝑦(ln 𝑥 + ln 𝑦) ;
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(2) 𝑦(𝑥𝑦 + 1) d𝑥 + 𝑥(1 + 𝑥𝑦 + 𝑥2𝑦2) d𝑦 = 0。

第五节 可降阶的高阶微分方程

一、填空题

1. 微分方程 𝑦″ = sin 2𝑥 − cos 𝑥 的通解是 

2. 微分方程 𝑦″ = 𝑒2𝑥 的通解是 

二、计算题

3. 求下列微分方程的通解：

(1) 𝑦″ = 1
1+𝑥2

(2) 𝑦𝑦″ + 2(𝑦′)2 = 0。
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4. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) 𝑦″ = 𝑒2𝑦, 𝑦|𝑥=0 = 𝑦′|𝑥=0 = 0;

(2) 𝑦″ + (𝑦′)2 = 1, 𝑦|𝑥=0 = 0, 𝑦′|𝑥=0 = 0。

三、应用题

5. 设有一质量为 𝑚 的物体在空中由静止开始下落。如果空气阻力 𝑅 = 𝑐𝑣 ( 
𝑐 为常数， 𝑣 为物体运动的速度)，试求物体下落的距离 𝑠 与时间 𝑡 的函

数关系。

第六节 高阶线性微分方程
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这节什么都没有～

第七节 常系数齐次线性微分方程

一、选择题

1. 设线性无关的函数 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 都是二阶非齐次线性微分方程 𝑦″ + 𝑃(𝑥)𝑦′ +
𝑄(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 的解， 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3 是任意常数，则该微分方程的通解是

( ).

A. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝐶3𝑦3

B. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (𝐶1 + 𝐶2)𝑦3

C. (1 + 𝐶1 + 𝐶2)𝑦1 + 𝐶1𝑦2 + 𝐶2𝑦3

D. (1 + 𝐶1 + 𝐶2)𝑦1 − 𝐶1𝑦2 − 𝐶2𝑦3

二、填空题

2. 设 𝑦1 = cos 𝑥 与 𝑦2 = sin 𝑥 是微分方程 𝑦″ + 𝑦 = 0 的两个解，则该微分

方程的通解为 

3. 微分方程 𝑦″ − 2𝑦′ + 𝑦 = 0 的通解为 

4. 已知 𝑦 = 𝑒𝑥 与 𝑦 = 𝑒2𝑥 是某二阶常系数齐次线性微分方程的两个解，则

该微分方程为 

三、计算题

5. 求下列微分方程的通解：

(1) 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 0

(2) 𝑦″ − 4𝑦′ + 5𝑦 = 0.
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6. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) 𝑦″ − 3𝑦′ − 4𝑦 = 0, 𝑦|𝑥=0 = 0, 𝑦′|𝑥=0 = −5;

(2) 𝑦″ − 4𝑦′ + 13𝑦 = 0, 𝑦|𝑥=0 = 0, 𝑦′|𝑥=0 = 3.

四、应用题

7. 设圆柱形浮筒的底面直径为 0.5 m, 将它铅直地放在水中, 当稍向下压后突

然放开, 浮筒在水中上下振动的周期为 2 s, 求浮筒的质量.

五、证明题

8. 验证: 𝑦 = 𝐶1𝑥2 + 𝐶2𝑥2 ln 𝑥 ( 𝐶1, 𝐶2 是任意常数) 是微分方程 𝑥2𝑦″ −
3𝑥𝑦′ + 4𝑦 = 0 的通解.
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9. 验证: 𝑦 = 1
𝑥(𝐶1𝑒𝑥 + 𝐶2𝑒−𝑥) + 𝑒𝑥

2 (𝐶1, 𝐶2 是任意常数)是微分方程 𝑥𝑦″ +
2𝑦′ − 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥 的通解.

第八节 常系数非齐次线性微分方程

一、选择题

1. 微分方程 𝑦″ − 𝑦 = 3𝑒𝑥 + 2 的一个特解具有形式 (𝑎, 𝑏 为常数)( ).

A. 𝑦∗ = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏

B. 𝑦∗ = 𝑎𝑒𝑥 + 𝑏𝑥

C. 𝑦∗ = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑏

D. 𝑦∗ = 𝑎𝑥𝑒𝑥 + 𝑏𝑥

2. 微分方程 𝑦″ + 𝑦 = sin 𝑥 的一个特解具有形式( ).

A. 𝑦∗ = 𝑎 sin 𝑥

B. 𝑦∗ = 𝑎 cos 𝑥

C. 𝑦∗ = 𝑥(𝑎 sin 𝑥 + 𝑏 cos 𝑥)

D. 𝑦∗ = 𝑎 cos 𝑥 + 𝑏 sin 𝑥
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二、计算题

3. 求下列微分方程的通解：

(1) 2𝑦″ + 5𝑦′ = 5𝑥2 − 2𝑥 − 1;

(2) 𝑦″ − 6𝑦′ + 9𝑦 = (𝑥 + 1)𝑒3𝑥

4. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) 𝑦″ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 5, 𝑦|𝑥=0 = 1, 𝑦′|𝑥=0 = 2;

(2) 𝑦″ − 10𝑦′ + 9𝑦 = 𝑒2𝑥, 𝑦|𝑥=0 = 6
7 , 𝑦

′|𝑥=0 = 33
7  .
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三、应用题

5. 大炮以仰角 𝛼 ，初速度 𝑣0 发射炮弹，若不计空气阻力，求弹道曲线

总习题七

一、选择题

1. 设非齐次线性微分方程 𝑦″ + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) 有两个不同的解 𝑦1(𝑥) 与 

𝑦2(𝑥) , 𝐶 为任意常数，则该微分方程的通解是( ).

A. 𝐶[𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)]

B. 𝑦1(𝑥) + 𝐶[𝑦1(𝑥) − 𝑦2(𝑥)]

C. 𝐶[𝑦1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)]

D. 𝑦1(𝑥) + 𝐶[𝑦1(𝑥) + 𝑦2(𝑥)]

2. 具有特解 𝑦1 = 𝑒−𝑥, 𝑦2 = 2𝑥𝑒−𝑥, 𝑦3 = 3𝑒𝑥 的三阶常系数齐次线性微分方程

是( )

A. 𝑦‴ − 𝑦″ − 𝑦′ + 𝑦 = 0

B. 𝑦‴ + 𝑦″ − 𝑦′ − 𝑦 = 0
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C. 𝑦‴ − 6𝑦″ + 11𝑦′ − 6𝑦 = 0

D. 𝑦‴ − 2𝑦″ − 𝑦′ + 2𝑦 = 0

二、填空题

3. 已知 𝑦 = 1, 𝑦 = 𝑥, 𝑦 = 𝑥2 是某二阶非齐次线性微分方程的三个解，则该微

分方程的通解为

三、计算题

4. 求下列微分方程的通解：

(1) 𝑥𝑦′ ln 𝑥 + 𝑦 = 𝑎𝑥(ln 𝑥 + 1) ;
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(2) 𝑦″ + 𝑦″ − 2𝑦′ = 𝑥(𝑒𝑥 + 4)

5. 求下列微分方程满足所给初值条件的特解：

(1) 𝑦3 d𝑥 + 2(𝑥2 − 𝑥𝑦2) d𝑦 = 0, 𝑦|𝑥=1 = 1 ;

(2) 𝑦″ + 𝑦′ − 2𝑦 = 𝑒𝑥, 𝑦|𝑥=0 = 1, 𝑦′|𝑥=0 = 2.

6. 已知某曲线通过点 (1, 1)，且该曲线上任意一点处的切线在纵轴上的截距

等于切点的横坐标，求该曲线方程
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高等数学(上册)期末测试模拟卷(一)

一、选择题(每小题 3 分，共 15 分)

1. 当 𝑥 → 0 时，下列( )是 𝑥 的同阶(不等价)无穷小。

A. sin 𝑥 − 𝑥

B. ln(1 − 𝑥)

C. 𝑥2 sin 𝑥

D. 𝑒𝑥 − 1

2.下列命题中不正确的是( )

A. 若函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处不连续，则 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处必不可导

B. 若 lim𝑥→𝑥0
𝑓(𝑥) 不存在, 则函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处不连续

C. 若函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处可导，则 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处必可微

D. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上可积，则 𝑓(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上必连续

3. 设函数 𝑓(𝑥) = 1+𝑒1
𝑥

3+2𝑒1
𝑥
 ，则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的( ).

A. 跳跃间断点
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B. 可去间断点

C. 无穷间断点

D. 振荡间断点

4.下列不定积分的计算不正确的是( )

A. ∫ d𝑥√
4−𝑥2 = arcsin(𝑥

2 ) + 𝐶

B. ∫ d𝑥
𝑥2−2𝑥+2 = arctan(𝑥 − 1) + 𝐶

C. ∫2𝑥 ⋅ 3𝑥 d𝑥 = 2𝑥⋅3𝑥

ln 2+ ln 3 + 𝐶

D. ∫ 𝑥
1+𝑥2 d𝑥 = arctan 𝑥 + 𝐶

5.下列反常积分收敛的是( )

A. ∫+∞
1

d𝑥
sqrt 𝑥

B. ∫+∞
−∞

d𝑥
𝑥2+4𝑥+5

C. ∫1
0

d𝑥
𝑥2

D. ∫1
−1

d𝑥
𝑥
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二、填空题(每小题 3 分，共 18 分)

6. 设函数 𝑓(𝑥) = {
sin3𝑥

ln(1+𝑥) if −1<𝑥<0
𝑎 sec 𝑥+1 if 𝑥≥0

 在点 𝑥 = 0 处连续，则 𝑎 = 

.

7. 已知参数方程 {𝑥= ln(1+𝑡2)
𝑦=𝑡−arctan 𝑡 则 𝑑𝑦

𝑑𝑥 =

8. 函数 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑒𝑥 的带有拉格朗日余项的三阶麦克劳林公式为

9. 曲线 𝑦 = 4𝑥 − 𝑥2 在其顶点处的曲率 𝑘 =
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10. ∫2
−2

𝑥| sin 𝑥| +4−𝑥2
√
4−𝑥2 d𝑥 =

11. 微分方程 𝑑𝑦
𝑑𝑥 = (1 + 𝑦2)𝑒𝑥 的通解为

三、计算题(12～15 题每小题 7 分，16～17 题每小题 8 分，共

44 分)

12. 求 lim𝑥→+∞
∫𝑥
0

arctan2 𝑡 d𝑡
√
𝑥2+1

 .

13. 已知函数 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥3 + 𝑦3 − 3𝑥 + 3𝑦 − 2 = 0 所确定，求 𝑦″(1) .
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14. 求 ∫arctan
√
𝑥d𝑥 .

15. 求 ∫𝜋
0

𝑥2 | cos 𝑥| d𝑥 .

16. 设函数 𝑓(𝑥) = {1+𝑥2 if 𝑥<0
𝑒−𝑥 if 𝑥≥0 求 ∫3

1
𝑓(𝑥 − 2) d𝑥.

17. 求曲线 𝑦 = 𝑥4(12 ln 𝑥 − 7) 的凹凸区间及拐点
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四、应用题(每小题 9 分，共 18 分)

18. 要做一个容积为 2𝜋 的密闭圆柱形罐头筒，问：半径和高分别为多少时

能使所用材料最省？

19. 求由抛物线 𝑦2 = 2𝑥 与直线 𝑦 = 𝑥 − 4 所围成图形的面积，并求此图形

绕 𝑦 轴旋转一周所得旋转体的体积.

五、证明题(5 分)

20. 若函数 𝑓(𝑥) 在区间 (𝑎, 𝑏) 内具有二阶导数且 𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) = 𝑓(𝑥3) ，
其中 𝑎 < 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 < 𝑏 ，证明：在 (𝑎, 𝑏) 内至少存在一点 𝜉 ，使得 

𝑓″(𝜉) = 0 .

143



高等数学(上册)期末测试模拟卷(二)

一、选择题(每小题 3 分，共 15 分)

1. 当 𝑥 → 0 时，下列是 𝑥 的三阶无穷小 ( ).

A. 
3√𝑥2 −

√
𝑥

B. 
√
𝑎 + 𝑥3 −

√
𝑎 ( 𝑎 > 0 是常数)

C. 𝑥3 + 0.0001𝑥2

D. 3
√
tan𝑥

2. 设函数 𝑓(𝑥) 满足关系式 𝑓″(𝑥) + [𝑓 ′(𝑥)]2 = 𝑥 ，且 𝑓 ′(0) = 0 ，则下列选

项中正确的是 ( ).

A. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

C. (0, 𝑓(0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑓(0) 不是 𝑓(𝑥) 的极值， (0, 𝑓(0)) 也不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

3. 函数 𝑓(𝑥) = sin 𝑥
𝑥(𝑥−1)(𝑥−𝜋) 的无穷间断点的个数为 ( ).
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A. 1

B. 2

C. 3

D. 4

4.下列不定积分的计算不正确的是 ( ).

A. ∫ d𝑥√
4−𝑥2 = arcsin(𝑥

2 ) + 𝐶

B. ∫ d𝑥
𝑥2+2𝑥+2 = arctan(𝑥 + 1) + 𝐶

C. ∫ sin2 𝑥d𝑥 = 1
3 sin3 𝑥 + 𝐶

D. ∫2𝑥 ⋅ 3𝑥 d𝑥 = 2𝑥⋅3𝑥

ln 2+ ln 3 + 𝐶

5.下列方程中为一阶线性微分方程 ( ).

A. 𝑦′ + 𝑥𝑦2 = 𝑒𝑥

B. 𝑦𝑦′ + 𝑥𝑦 = 𝑒𝑥

C. 𝑦′ = cos 𝑦 + 𝑥

D. 𝑦′ = 𝑥 + 𝑦 sin 𝑥
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二、填空题(每小题 3 分，共 18 分)

6. 设函数 𝑓(𝑥) = {𝑥 sin(1
𝑥)+ sin(𝑎𝑥)

𝑥 if 𝑥>0
𝑒𝑥−2 if 𝑥≤0

 要使得 𝑓(𝑥) 在点 𝑥 = 0 处连续，则 

𝑎 = .

7. 曲线 {𝑥=𝑒𝑡+ ln(1+𝑡2)
𝑦=arctan 𝑡  在点 𝑡 = 0 处的切线方程为 .

8.函数 𝑓(𝑥) = 2𝑥 的带有拉格朗日余项的三阶麦克劳林公式为 

9.曲线 𝑦 = ln sec 𝑥 在点 (𝑥, 𝑦) 处的曲率为 

146



10. ∫1
−1

𝑥2 sin 𝑥+1−𝑥2
√
1−𝑥2 d𝑥 = 

11. 微分方程 (1 + 𝑦)2 𝑑𝑦
𝑑𝑥 + 𝑥3 = 0 的通解为 

三、计算题(12～15 题每小题 7 分，16～17 题每小题 8 分，共

44 分)

12.
求 lim𝑥→0

(∫𝑥
0

𝑒𝑡2 d𝑡)
2

∫𝑥
0

𝑡𝑒2𝑡2 d𝑡
 .

13. 已知函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 由方程 𝑒𝑦 + 𝑥𝑦 − 2𝑥 − 1 = 0 所确定，求 𝑦″(0) .

14. 求 ∫𝑒
√
𝑥 d𝑥

15. 求 ∫
𝜋
2
−𝜋

4

√
cos 𝑥 − cos3 𝑥d𝑥 .

16. 设函数 𝑓(𝑥) = {
1

1+𝑥2 if 𝑥≤0
ln𝑥 if 𝑥>0

 求 ∫1
−1

𝑥𝑓(𝑥) d𝑥.

17. 求曲线 𝑦 = (𝑥 − 1) 3√𝑥2 的凹凸区间及拐点

四、应用题(每小题 9 分，共 18 分)

18. 要造一个长方体无盖蓄水池，其容积为 500 m³，底面为正方形。设底面

与四壁所使用材料的单位造价相同，问：底边和高分别为多少时，才能

使所用材料费最省？
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19. 求由曲线 𝑦 = 𝑥3
2  ，直线 𝑥 = 4 及 𝑥 轴所围成图形的面积，并求此图形

绕 𝑥 轴旋转一周所得旋转体的体积。

五、证明题(5 分)

20. 设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，且 ∫1
0
𝑓(𝑥) d𝑥 =

0 ，证明：必存在 𝜉 ∈ (0, 1) ，使得 2𝑓(𝜉) = −𝜉𝑓 ′(𝜉).
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高等数学(上册)期末测试真题(一)

一、选择题(每小题 3 分，共 30 分)

1. 若 lim𝑥→∞ (1 + 𝑘
2𝑥)

𝑥 = 𝑒3 ，则 𝑘 = ( )

A. 23

B. 6

C. 32

D. 不存在

2. 当 𝑥 → 0 时, sin 𝑥 + 𝑥2 cos( 1
𝑥) 是 (1 + cos 𝑥) ln(1 + 𝑥) 的( ).

A. 高阶无穷小

B. 等价无穷小

C. 同阶无穷小, 但不是等价无穷小

D. 低阶无穷小

3. 设函数 𝑓(𝑥) = {( 2
𝜋) arctan(1

𝑥) if 𝑥<0
(1+𝑥)𝑥 if 𝑥≥0 则 𝑥 = 0 是 𝑓(𝑥) 的( ).

A. 跳跃间断点
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B. 可去间断点

C. 连续点

D. 第二类间断点

4.方程 𝑥4 − 4𝑥 = 1 在区间(0,1)内( ).

A. 无实根

B. 有唯一实根

C. 有两个实根

D. 有三个实根

5. 设 𝑓 ′(𝑥) = 𝑔(𝑥) ，则 𝑑
𝑑𝑥𝑓(sin

2 𝑥) = ( ) .

A. 2𝑔(𝑥) sin 𝑥

B. 𝑔(𝑥) sin 2𝑥

C. 𝑔(sin2 𝑥)

D. 𝑔(sin2 𝑥) sin 2𝑥
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6. 设函数 𝑓(𝑥) 具有二阶连续导数，且 𝑓 ′(0) = 0, lim𝑥→0
𝑓″(𝑥)
cos 𝑥 = 1 ，则

( ).

A. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值

B. 𝑓(0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

C. (0, 𝑓(0)) 是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

D. 𝑓(0) 不是 𝑓(𝑥) 的极值， (0, 𝑓(0)) 也不是曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 的拐点

7. 设函数 𝑓(𝑥) 具有二阶连续导数，其部分图形如图 1 所示，试确定下列定

积分的符号： (1) ∫2
−3

𝑓(𝑥) d𝑥 ; (2) ∫2
−3

𝑓 ′(𝑥) d𝑥 ;

Figure 5: 图 1

(3) ∫2
−3

𝑓″(𝑥) d𝑥 ; (4) ∫2
−3

𝑓‴(𝑥) d𝑥 .

8. 设线性无关的函数 𝑦1, 𝑦2, 𝑦3 都是二阶非齐次微分方程 𝑦″ + 𝑝(𝑥)𝑦′ +
𝑞(𝑥)𝑦 = 𝑓(𝑥) 的特解， 𝐶1, 𝐶2 是任意常数，则该非齐次微分方程的通解

是( ).

A. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + 𝑦3

B. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (𝐶1 + 𝐶2)𝑦3

C. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 − (1 − 𝐶1 − 𝐶2)𝑦3
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D. 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2 + (1 − 𝐶1 − 𝐶2)𝑦3
9. 由曲线 𝑦 = ln 𝑥 与直线 𝑦 = ln 𝑎, 𝑦 = ln 𝑏(𝑏 > 𝑎 > 0) 及 𝑦 轴所围成图形的

面积为( ).

A. 1𝑏 − 1
𝑎

B. 1
𝑎 − 1

𝑏

C. 𝑏 − 𝑎

D. 𝑎 − 𝑏

10.下列反常积分收敛的是( )

A. ∫+∞
−∞

cos 𝑥 d𝑥

B. ∫+∞
0

𝑒−2𝑥 d𝑥

C. ∫1
−1

d𝑥
𝑥2

D. ∫3
1

d𝑥
ln𝑥

二、填空题(每小题 3 分，共 18 分)

11. 已知 lim𝑥→1 𝑓(𝑥) 存在，且函数 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 2𝑥 lim𝑥→1 𝑓(𝑥) ，则 

lim𝑥→1 𝑓(𝑥) =
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12. 曲线 {𝑥= ln(1+𝑡2)
𝑦=𝑡−arctan 𝑡−2 在点 𝑡 = 2 处的切线方程为 𝑦 =

13. 设函数 𝑓(𝑥) = 𝑘 tan 2𝑥 的一个原函数为 − ln cos 2𝑥 ，则 𝑘 =
.

14. ∫+∞
−∞

d𝑥
𝑥2+2𝑥+2 =

15. ∫1
−1

2𝑥2+𝑥 sin2 𝑥
1+

√
1−𝑥2 d𝑥 =
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16. 曲线 𝑦 = 𝑥4(12 ln 𝑥 − 7) 的拐点为 

三、计算题(每小题 7 分，共 35 分)

17. 已知连续函数 𝑓(𝑥) = ∫3𝑥
0

𝑓( 𝑡
3) d𝑡 + 𝑒2𝑥 ，求 𝑓(𝑥) .

18. 已知 𝑓(𝜋) = 1 ，函数 𝑓(𝑥) 二阶连续可微，且 ∫𝜋
0
[𝑓(𝑥) +

𝑓″(𝑥)] sin 𝑥 d𝑥 = 3 ，求 𝑓(0) .

19. 求微分方程 𝑦″ − 𝑦′ = 4𝑥𝑒𝑥 满足初值条件 𝑦|𝑥=0 = 0, 𝑦′|𝑥=0 = 1 的特解.
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20. 设函数 𝑦 = 𝑦(𝑥) 由方程 𝑥4 − 𝑥𝑦 − 𝑦𝑒𝑥 = 1 所确定，求 𝑑2𝑦
𝑑𝑥2 |𝑥=0

 .

21. 求 ∫1
√2

𝑥

√
1−𝑥2

𝑥2 d𝑥.

四、应用题(10 分)

22. 如图 2 所示, 由抛物线 𝑦 = 2𝑥2 与直线 𝑥 = 𝑎, 𝑥 = 2 及 𝑦 = 0 所围成的

平面图形为 𝐷1 , 由抛物线 𝑦 = 2𝑥2 与直线 𝑥 = 𝑎 及 𝑦 = 0 所围成的平

面图形为 𝐷2 , 其中 0 < 𝑎 < 2 .

Figure 6: 图 2

(1) 试求 𝐷1 绕 𝑥 轴旋转一周所得旋转体的体积 𝑉1 ;
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(2) 试求 𝐷2 绕 𝑦 轴旋转一周所得旋转体的体积 𝑉2 ;

(3) 问: 当 𝑎 为何值时, 𝑉 = 𝑉1 + 𝑉2 取得最大值? 并求出该最大值.

五、选答题(7 分)(考生可从下面 2 个题中任选 1 个作答，多做

不多得分)

23. 设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [𝑎, 𝑏] 上连续，在 (𝑎, 𝑏) 内可导，又 𝑓 ′(𝑥) > 0 ，且

极限 lim𝑥→𝑎+
𝑓(2𝑥−𝑎)

𝑥−𝑎  存在，证明：在 (𝑎, 𝑏) 内存在一点 𝜉 ，使得

(
 𝑏2 − 𝑎2

∫𝑏
𝑎
𝑓(𝑥)𝑑𝑥

= 2 ∗ 𝜉
𝑓(𝜉)

)
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24. 证明: 当 𝑥 > 0 时, 𝑥
1+𝑥 < ln(1 + 𝑥) < 𝑥 .
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高等数学(上册)期末测试真题(二)

一、选择题(每小题 3 分，共 30 分)

1. 若 lim𝑥→∞
𝑎𝑥3+𝑏𝑥2+2

𝑥2+2 = 1(𝑎, 𝑏 为常数), 则( ).

A. 𝑎 = 0, 𝑏 ∈ 𝑅

B. 𝑎 = 0, 𝑏 = 1

C. 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 = 1

D. 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅

2.当 𝑥 → ∞ 时， 𝑥 cos 𝑥 is( )

A. 无穷小

B. 无穷大

C. 有界但不是无穷小

D. 无界但不是无穷大

3. 设函数 𝑦 = 𝑒2𝑥−1 ，则 𝑦20(1) = ( ) .

A. 220𝑒
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B. 220𝑒−1

C. 220

D. e

4.当 𝑥 → 0 时，( )是 𝑥 − sin 𝑥 的同阶无穷小

A. 𝑥 + tan 𝑥

B. 𝑥 tan 𝑥

C. 𝑥2 + tan𝑥

D. 𝑥2 tan 𝑥

5. 𝑥 = 1 是函数 𝑓(𝑥) = ln 𝑥
| 𝑥 − 1| 的( z).

A. 可去间断点

B. 跳跃间断点

C. 无穷间断点

D. 振荡间断点
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6. 设函数 𝑦 = 𝑓(𝑥) 具有二阶导数，且 𝑓 ′(𝑥) > 0, 𝑓″(𝑥) < 0,Δ𝑥 为自变量

在点 𝑥0 处的增量， Δ𝑦 与 𝑑𝑦 分别为 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 处对应的增量与微

分。若 Δ𝑥 > 0 ，则( ).

A. 0 < 𝑑𝑦 < Δ𝑦

B. 0 < Δ𝑦 < 𝑑𝑦

C. Δ𝑦 < 𝑑𝑦 < 0

D. 𝑑𝑦 < Δ𝑦 < 0

7. 设函数 𝑓(𝑥) 的一个原函数为 𝑥𝑒−𝑥 ，则 𝑓 ′(𝑥) = ( ) .

A. 𝑥𝑒−𝑥

B. (1 − 𝑥)𝑒−𝑥

C. (2 + 𝑥)𝑒−𝑥

D. (−2 + 𝑥)𝑒−𝑥

8. 设函数 𝑓(𝑥) 在点 𝑥0 的某邻域内可导，且 lim𝑥→𝑥0

𝑓′(𝑥)
𝑥−𝑥0

= 𝑎(𝑎 < 0) ，
则( ).

A. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极小值

B. 𝑓(𝑥0) 是 𝑓(𝑥) 的极大值
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C. 在点 𝑥0 的某邻域内 𝑓(𝑥) 单调增加

D. 在点 𝑥0 的某邻域内 𝑓(𝑥) 单调减少

9. 设函数 𝑓(𝑥) 连续，则 lim𝑥→2( 1
𝑥−2)∫

2𝑥
4

𝑓( 𝑡
2) d𝑡 = ( ) .

A. 𝑓(2)

B. 𝑓(1)

C. 2𝑓(2)

D. 2𝑓(1)

10. 如果连续函数 𝑓(𝑥) 满足关系式 𝑓(𝑥) = 2∫𝑥
0

𝑓(𝑡) d𝑡 + ln 2 ，则 𝑓(𝑥) =
( ) .

A. 𝑒𝑥 ln 2

B. 𝑒2𝑥 ln 2

C. 𝑒𝑥 + ln 2

D. 𝑒2𝑥 + ln 2
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二、填空题(每小题 3 分，共 18 分)

11. lim𝑥→0+ (1 + sin 𝑥)ln 𝑥 = 

12. 若 limℎ→0
𝑓(1−2ℎ)−𝑓(1)

ℎ = 6 ，则 𝑓 ′(1) = 

13. ∫1
−1

(𝑥2 +
√
4 − 𝑥2 • sin 𝑥) d𝑥 = 

14. 设参数方程 {𝑥=𝑓(𝑡)−𝜋
𝑦=𝑓(𝑒2𝑡−1) 函数 𝑓 可导，且 𝑓 ′(0) ≠ 0 ，则 𝑑𝑦

𝑑𝑥|𝑡=0 = 
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15. 曲线 𝑦 = −3
2𝑥

3 + 9
2𝑥

2 在其拐点处的切线方程是 

16. 微分方程 𝑦′ = 1
𝑥+𝑦  的通解为 

三、计算题(每小题 7 分，共 35 分)

17. 求 lim𝑥→0+ (tan 3𝑥) 1
2 ln𝑥  .

18. 求 ∫ 1−
√
3𝑥+2

1+
√
3𝑥+2 d𝑥.

163



19. 求微分方程 𝑦″ − 𝑦′ − 2𝑦 = (1 − 2𝑥)𝑒𝑥 的通解

20. 求 ∫+∞
0

𝑥2𝑒−𝑥 d𝑥 .

21. 求函数 𝑓(𝑥) = (2𝑥 + 3)𝑒2
𝑥  的单调区间、极值以及渐近线方程

四、应用题(10 分)

22. 设函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内大于零，且满足 𝑥𝑓 ′(𝑥) =
𝑓(𝑥) − 3𝑥2 ，曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 与直线 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑦 = 0 所围成图形 𝐷 

的面积为 2。求： (1)函数 𝑓(𝑥) (2) 𝐷 绕 𝑥 轴旋转一周所得旋转体的体

积
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五、选答题(7 分)(考生可从下面 2 个题中任选 1 个作答，多做

不多得分)

23. 已知函数 𝑓(𝑥) 在区间 [0, 1] 上连续，在 (0, 1) 内可导，且满足 𝑓(0) =
0, 𝑓(1) = 1 ，证明： (1) 存在 𝜉 ∈ (0, 1) , 使得 𝑓(𝜉) = 1 − 𝜉 ;

(2)存在不同的 𝜂1, 𝜂2 ∈ (0, 1) ，使得 𝑓 ′(𝜂1)𝑓 ′(𝜂2) = 1.

24. 已知 𝑦 = 𝑓(𝑥) 是由方程 𝑥 cos 𝑦 + sin 𝑥 + 𝑒𝑦 = 1 所确定的隐函数，求： 

(1) 𝑑𝑦
𝑑𝑥 ;

(2) lim𝑥→0 [1−𝑓(𝑥)
1+𝑓(𝑥)]

1
𝑥
.
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